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1. INTRODUCTION

In statistical analysis, the comparison of the means of two or more groups is a very
common problem. However, in many real world problems, there can be more than one vari-
able which are related with each other. In this case, it is not appropriate to use univariate
statistical methods. Therefore, it is required to utilize some multivariate statistical meth-
ods. One of the most common methods is the Hotelling T statistic to compare the mean
vectors of two independent groups under multivariate normality. It is known that Hotelling
T? statistic requires the assumption of equality of two covariance matrices. However, this
assumption is not valid in many statistical application areas. The violation of this assumption
is called multivariate Behrens—Fisher problem in statistical analysis. In the case of multivari-
ate Behrens-Fisher problem, the type I error rates of Hotelling 72 statistic are not close to
the nominal level and this also affects the power of the test negatively. Ito and Schull [12]
indicated that when variances of two groups are not equal, the type I error rate for Hotelling’s
T? is approximately equal to the nominal level rate only when the sample sizes of groups are
large and equal. Therefore, many solutions can be found for this problem in the literature.

Bennett [2] is one of the pioneers who presented the exact solution to the multivariate
Behrens—Fisher problem. Since the Bennett’s test depends on the order of the observations,
it is not useful for larger sample sizes. In addition, James [13] improved the simple chi-square
approximation by the Cornish—Fisher expansion until the third order term. Yao [27] suggested
the approximate degrees-of-freedom solution and indicated that type I error rate of this test
is lower than that of James’ test in almost all cases. Subrahmaniam and Subrahmaniam
[21, 22] compared the tests of Bennett, James, and Yao according to type I error rates and
powers. Johansen [14] also studied the Behrens—Fisher problem in the context of general
linear models. Christensen and Rencher [6] compared the seven tests given by Bennett [2],
James [13], Yao [27], Johansen [14], Nel and Van der Merwe [18], Hwang and Paulson [11]
and Kim [15] for the multivariate Behrens—Fisher problem in terms of type I error rates and
powers. Algina, Oshima and Tang [1] also compared the tests given by Yao [27] , James [13]
and Johansen [14] under various conditions of heteroscedasticity and non-normality. They
showed that the type I error rate of Johansen’s test is roughly equivalent to that of Yao’s
solution. In addition, the type I error rates of Johansen’s test improve as number of variables
increases. Kim [15] showed that the type I error rate of the test is more conservative than
that of Yao’s test in almost every situation. However, Kim’s test has higher power than Yao’s
test when the smaller sample size is associated with the large variance [15].

De la Rey and Nel’s [7] compared the tests given by Bennett [2], James [13], Yao [27]
and Nel and Van der Merwe [18] and showed that Nel and Van der Merwe [18] and Yao [27]
gave better solutions. According to the results of the comparative papers mentioned above,
apparently there is no definitive solution that shows good performance in all circumstances.
Finally, Krishnamoorthy and Yu [17] modified Nel and Van Der Merwe’s [18] procedure by
providing an invariant statistic. Recently, bootstrap-based methods for multivariate hypoth-
esis testing were proposed. For example, Smaga [20] developed bootstrap methods of some
test statistics based on different weight matrices for testing the mean vector of a multivari-
ate distribution. Konietschke et al. [16] developed parametric and nonparametric bootstrap
methods of Wald-type test for multi-factor multivariate data which also includes multivari-
ate Behren Fisher problem. They compared these tests via simulation study under both
normality and non-normality models.
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The purpose of this paper is to test the equality of two normal mean vectors under het-
erogeneity of covariance matrices by using computational approach test (CAT). This method
which was firstly introduced by Pal et al. [19] is used in situations where traditional ap-
proaches do not provide useful solutions. The CAT is a special case of parametric bootstrap
and based on restricted maximum likelihood estimation under null hypothesis. One of the
most important advantages of this procedure is that it does not require the knowledge of
any sampling distribution. Pal et al. [19] showed the application of the CAT to Gamma and
Weibull distributions for hypothesis testing and interval estimations. CAT was also applied
by Chang and Pal [3] for testing the equality of two normal population means under het-
eroscedastisity. Chang et al. [4, 5] suggested test procedures based on CAT for hypotheses
testing of the Poisson and Gamma models. Gokpimar and Gokpinar [8] applied CAT to test
the equality of several normal population means when the variances are unknown and arbi-
trary and Gokpinar et al. [9] proposed CAT for the equality of several inverse Gaussian means
under heterogeneity of scale parameters. Moreover, Gokpmar and Gékpmar [10] proposed
CAT for the equality of coefficient of variations in k populations. In these studies, it was
shown that the CAT procedure is a good alternative for other testing procedures for various
statistical problems.

For this reason, in this study, the CAT method to the equality of two normal mean
vectors under heterogeneity of covariance matrices was applied and this method was also
compared with Bennett [2], Johansen [14], Nel and Van Der Merwe [18], Krishnamoorthy
and Yu [17] tests in terms of their type I error rates and powers under various situations.

The rest of this study was organized as follows. In Section 2, the method was described
to obtain the maximum likelihood estimates (MLEs) over unrestricted parameter space and
over a restricted parameter space. Simple fixed point iteration was proposed to compute
the MLEs under restricted parameters space. In Section 3, the tests given by Bennett [2],
Johansen [14], Nel and Van Der Merwe [18], Krishnamoorthy and Yu [17] and Konietschke et
al. [16] were presented. In Section 4, the concept of CAT procedure and its application to the
equality of two normal mean vectors under heterogeneity of covariance matrices were given.
In Section 5, simulation studies were presented to assess the performance of the proposed
test in terms of the type I error rates and powers under multivariate normal distribution with
different parameter combinations. Furthermore, to see robustness of all tests under non-
normal distribution, the estimated type I error rates and powers of all tests were calculated.
Finally, concluding remarks were summarized in Section 6.

2. THE MAXIMUM LIKELTHOOD ESTIMATES

Let Yii1,Yi2,...,Yin,;, have p-variate normal distribution with mean vector p; =

(11, iy -oes Hip) |
pendent from each other. n; (i = 1,2) is the sample size of i-th group.

and covariance matrix X;, ¢ = 1,2. Assume that sample units are inde-

Y; is the sample mean vector of i-th group and S; is the maximum likelihood estimation
of covariance matrix of i-th group. S;) is the unbiased estimation of covariance matrix of
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i-th group. Thus,

_ 1 & ,
(2.1) :mZ;Yij, i=1,2,
j:

(2.2)

1 & _ _ .
:;Z(Yz’j—Yi)(Yij—Yi)T, i=1,2.
(et

The log-likelihood function under the unrestricted parameter space is given by

(2.3)
np = —PEn2) 0y ™ zn(yzl\) In(|2]) — ; D Y1y — ] Sy — ]
j=1

—5 > (Y5 —po] " 251 Va5 — pal .

To find the unrestricted MLEs, the partial derivatives of Eq. (2.3) with respect to 34,
3o, 1 and pe yield the following equations:

pr=Y1, f2=Y2,
ni —- _l_ —_
Z [Y15—Y1]' [Y1;— Y]
. j=1
3

3 Yoy = Yal T Yy~ ¥

S:, So=

ny

Sa .

n2

To find restricted MLE (RMLE), under Hy: p1 = p2 = p, the log-likelihood function
can be expressed as

(2.4)

ng = ~2m )

in(2m) — "L in(|Sa]) — "2 In(|Sa) ~ _ tr <EI1 > Yy pl Yy —u])
j=1
— tr( Z [Yaj—p] [Yo5— u]>,

where p denotes the unknown common mean under Hy. To find the restricted MLEs
—1 -1
(RMLEs), by using the following equations as MXA) X 1AX ! or w =
—( X HTAT(X~)T the partial derivatives of Eq. (2.4) with respect to X1, X3 and p yield
the following equations:
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dlnL — 1 — 1 _
W = nlElel — 5(2”121_1[1,T> —|—n222_1Y2 — 5(2”222 I[J,T) .

The RMLEs are given by

2 (Y15 — iwuny] " (Y15 — A

Yi®rML) = o :
n2
Z: [Yo; — frmry) " [Yoj — A
3orML) = = - ,
1
~T - </
(2.5) HrML) = (n 22y (RML) + 123 (RML)) <”12 (RML)Y1+ ny 3 (RML)Y )

Since there are no close forms of these equations, these estimators can be obtained
iteratively as follows: updating the estimates from l-step estimates (Egl), 2(21) and pu®) by

Z (Y15 — )T Yy — pHD)]
s+ _ 3=t

1 ni )

n2

S [V — pFI]T [Yg5 — D]
E(H‘l) _ =1
D

n2

_ _1\—1 11— 1 -
u(l+1) = (m(EgH_l)) 1+ HQ(ESH)) 1) <n1(2§l+1)) 1Y1—|—n2(2g+1)) 1Y2).

where initial value “(0) could set as p(o) = (mSl_l + ngsgl) (mS vy, + n2Sy 1Y2) Eg ),

Zg) and p converge to the RMLEs under Hy denoted as ﬁ]i(RML) and fyrymr). For example,
let

p=3, ni=ng =5, pr=pe=1[1 1 1],
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1 0202
1=102 1 0.2f,
0202 1
and
1 0.80.8
¥o=1(08 1 0.8
0.8 0.8 1
The Monte Carlo estimates of the expected value of gi(RML) and fuyrpr) are
E(ftgmr) = [1.005 1.006 1.003],
. 0.969 0.190 0.199
E(Xy@®Mry) = [0.190 0.981 0.197| ,
0.199 0.197 0.969
and

] 0.999 0.795 0.798
E(Zymury) = |0.795 0.994 0.794
0.798 0.794 0.992

As seen from above, the obtained result is well.

3. TEST STATISTICS

Let Yi1,Yi2, ..., Yin,, have p-variate normal distribution with mean vector p; and co-

variance matrix 3;, ¢ = 1,2. Let us denote

S(l) = Z(Yl] Yz) (ng — Yz)T , 1=1,2,
n; — 1 =
< = 1
3 =—%, and S;=—S;, i=12
n; i

Since the sample mean vector of i-th group, Y; and the maximum likelihood estima-
tion of covariance matrix of i-th group, S;’s are independent from each other, the following

equations can be written as follows:

_ 1 ~ 1 =
Yi NNp<Hi7n2i> and Si NWp(ni— 1, 121'), 1= 1,2.
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Here W), (r,X) is p-variate Wishart distribution with degrees of freedom r. This distribution
is also known as generalized chi-square distribution which is obtained by Wishart [25].

The null and alternative hypotheses for testing the equality of two multivariate normal
mean vectors are as follows:

(3.1) Ho: pi=p2,  Hi:pi # po.

For this problem, a natural statistic, the multivariate version of the statistic considered by
Welch [24], is given as follows:

(32) T = (Yl - YZ)T (Se)il (Yl - }72) )
where S, = % + %

T statistic is asymptotically distributed as chi-square with degrees of freedom p when
n1 and ng approach to infinite. This approach is not valid for the small values of n; and
ny. Under Hy and the assumption of the homogeneity of covariance matrices (X1 = X5),
(n—p—1)T/(p(n —2)) is distributed as F with degrees of freedom p and n — p — 1, where
n=mni+ny.

In the rest of this section, the tests given by Bennett [2], Johansen [14], Nel and Van
Der Merwe [18], Krishnamoorthy and Yu [17] were introduced briefly.

3.1. Bennett test

Bennett [2] proposed a test for the equality of two mean vectors for ng > nj. This test
statistic can be given as follows:

(3.3) T =iz S;'z,

ni ng
— . n L1 _ 1 -
where zj =Y1; — /12 Yo, + mkz_jl Yik — 5; kz_:l Yor, j=1,....n1,

and also zZ and S, are the mean and variance-covariance matrix of z;, j = 1, .., n1, respectively.
By using the following transformation, the distribution of test statistic can be obtained as
follows:

ny—p

Ty

T ~ Fpni—p-

3.2. Johansen test

Johansen [14] obtained a test given below:

T
4 Ty = —.
(3.4) T=5G
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Here, T is given in Eq. (2.6),
C=p-2D-6D/[p(p—1)+2],
1 -1 2 -1 2
D:E:XF—T{WG—V'W)+bﬂ—V VM},

where V; = (S;/n;)"!, i=1,2 and V =V + Vs,

This test statistic is distributed as F' with degrees of freedom p and f = p(p+2)/(3D).

3.3. Nel and Van der Merwe test

Nel and Van der Merwe [18] modified the test statistic given in Eq. (3.2) as follows:

v—p+1
(3.5) Inv = %T ~ Fpo—pt1,

tr(Se)?+[tr(Se)]

s {er (5 [ (5] b {or (82) "+ [ (22))°)

where v =

3.4. Krishnamoorthy and Yu test

Krishnamoorthy and Yu [17] obtained a test statistic by modifying the test statistic
given by Nel and Van der Merwe [18]. The test statistic is as follows:
UM — nT
(3.6) Ty = M
pum

where

. _pp+l)(n-2)
UM =

P1+ P2
2 2
A n;(n —2) a—1\12 ni(n —2) a—1\12
1 = 7712 (n1 — 1) {tr(Sls )} + 7712 (n2 — 1) {tT’(SQS )} s
2 2
A ns(n —2) a-1la a-1 ny(n —2) a-1lg a-1
Y2 = 7’”2 (nl — 1) tr(Sls 818 ) + 7712 (le _ 1) t?“(SQS SQS )

and
S = @Sl + ESQ .
n n

Ty is distributed as F with degrees of freedom p and 0y — p + 1 [26].
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3.5. Yao test

Yao [27] proposed a test which is an extension of the Welch test provided by Tukey
[23]. This test statistic Ty based on T in Eq. (3.2) can be given as:

m-—p—+1
(3.7) Ty = =T~ By

L (T~ ¥)T (80) ! $:(80) ) (i - V)|

ng

where % = ﬁ Z

2
oy
i=1

3.6. Wald test and its bootstrap approach

Konietschke et al. [16] developed parametric bootstrap methods for the multivariate
Behrens—Fisher problem. According to this, for two multivariate normal mean vectors ,
Hy stated in Eq. (3.1) is equivalent to testing Hy : Hu* =0 , where p* = (uy ,pq )"
contrast matrix is given by H = P ® I,,.

111 -1
P_2[—1 1}

and I, is the p-dimensional unit matrix.

and

Here,

The Wald test statistic for testing Hy is
(3.8) QuH) =nY HHV,H)THY ,
where (-)T denotes the Moore-Penrose inverse and Vj, = diag (2 S(;y;1<i<2). Qn(H) is

i

asymptotically distributed as x? with degrees of freedom rank(H).

Konietschke et al. [16] applied the nonparametric and parametric bootstrap of the Wald
test. The algorithm of these tests, respectively, are given below:

The nonparametric bootstrap of the Wald test:

1. For given data, calculate value of test statistic given in Eq. (3.8).

2. Generate nonparametric bootstrap sample, Y;1,Y;3, ..., ¥;? , which are drawn with

replacement from the pooled observation vectors, Y11, ..., Yon,.

3. Compute value of test statistic given in Eq. (3.8) from the nonparametric bootstrap
[ ]

sample and denote it by Qn(l)(H ).

4. Repeat the steps 2 and 3 for a large number of times (say, L times).

L
5. Compute the Monte Carlo estimates of the p-valuesasp =) I (Q;b(l)(H) > Qn(H)>/ L,
=1
where [ is the indicator function.

6. If p < a, Hy is rejected.

We refer to the nonparametric bootstrap of the Wald test as WB in rest of study.
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The parametric bootstrap of the Wald test:

1. For given data, calculate value of test statistic given in Eq. (3.8).

2. Generate parametric bootstrap variables as

iTa z§7aY;zl NN(O’S(l))7 i:1,2.

3. Compute value of test statistic given in Eq. (3.8) from the parametric bootstrap
vectors, and denote it by QZ(”(H ).

4. Repeat the steps 2 and 3 for a large number of times (say, L times).

L
5. Compute the Monte Carlo estimates of the p-valuesasp =) I (QZ(Z)(H) > Qn(H)) /L,
=1
where I is the indicator function.

6. If p <, Hy is rejected.

We refer to the parametric bootstrap of the Wald test as WPB in rest of study.

4. COMPUTATIONAL APPROACH TEST

Initially, before applying CAT for testing the null hypothesis given in Eq. (3.1), the
general technique in CAT was first given.

Let X1, Xy, ..., X;, be a random sample having a probability density function as f(x|0),
where the functional form of f is assumed to be known. Let 6 = (9(1), 9(2)) be the parameter
vector and our primary interest lies in 0 ie., 0@ is the nuisance parameter. Our goal
is to test Hy : 0 = 9(()1) versus a suitable alternative. To test H, : §(1) = 0(()1) against H,',
HJ was first expressed as H *: 77(0(1),0(()1)) =0 against H, *, where 7 is a scalar valued
function. The general methodology of the CAT for testing H *: n(6M), 0(()1)) = 0 against a
suitable alternative at a desired level o was given through the following steps [19]:

1. Obtain the MLEs of the parameters, /) and ). Obtain a suitable 77(0(1), 0(()1))
and the MLE of n, § = (8, 0(()1)) can be used as a test statistic.

2. Under Hy, find the RMLEs of #®) parameter, which is denoted by 6@ Generate
artificial sample Y7, Yo, ..., Y, from f(y|0(()1), 9(2)) large number of times, say L times.

3. For each of these replicated samples, recalculate the MLE of 7, ﬁ*@, l=1,.. L.

L
4. Estimate the p-value as, p = > (ﬁ*(l) >T7) /L. In the case of p < «, Hy is rejected.
=1

CAT is based on restricted maximum likelihood estimations (RMLEs) under null hy-
pothesis. There is no need to obtain theoretical distribution of test statistic and the p-value
can be calculated directly; therefore, this method is quite easy to apply. Then, the testing
procedure based on CAT for the equality of two multivariate normal mean vectors under
heterogeneity of covariance matrix can be given as follows:
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The observed value of the test statistic based on random sample is calculated as follows:

Step 1. The observed value of the test statistic based on random sample is calculated

as follows: X X
R o o T3, W\ o o
(4.1) v, = (Y1 —Y2) [ —+—) (Y1—-Y2).
ni no

Step 2. Under Hy, the RMLEs of (u, 3;) are obtained as figyr) and Ei(RML) in Eq.
(2.5), iteratively.

Step 3. A large number is generated, say L, of artificial sample from Np(firmr),

ﬁ)i(RML)), 1 =1,2. For every artificial sample ﬁ&)L, l=1,..., L are calculated.

L () 4
Step 4. p value is calculated as p = ) M
=1

. Hy is rejected when p < a.

By using these steps, a simulation study was carried out.

First, we carry out the CAT for testing the Hy using the test statistic iy, in Eq. (4.1)
and refer to this test statistics as CAT. Beside, we carry out the CAT using the test statistics
Tp in Eq. (3.3), T\ in Eq. (3.6), Ty in Eq. (3.4), Ty in Eq. (3.7) and Txv in Eq. (3.5), we
refer to these test statistics as B-CAT, M-CAT, J-CAT, Y-CAT, NV-CAT, respectively.

5. SIMULATION STUDY

In this section, all tests were compared with respect to their estimated type-I error rates
and powers for multivariate normality and non-normality. For this purpose, the cases of p=
2, 3, 4 with different combinations of equal and unequal sample sizes were considered. To es-
timate type-I error rates and the powers of all tests under multivariate normality assumption,
2000 random numbers with a sample size n; (i=1,2) from the multivariate normal distribution
were generated. Mean vectors were used as w1 = (0,0, ...,0)1xp and po = (A, A, .., A)1xp.

Following Konietschke et al. [16], we considered six covariance structure as:

Setting 1: 21=1I, + 0.5(.J, — I,) = 3o,

Setting 2: 31=[0,5] = (0.6)" 5l = 35,

Setting 3: 31=1I, + 0.5(J, — 1)) and 3o = 31, + 0.5(J, — I,),
Setting 4: 21 = [05] = (0.6)"*l and =y = (0.6)" %I 4-21,,,
Setting 5: 21=1I, + 0.5(.J, — I,) and 3y = 91, + 0.5(J, — 1),
Setting 6: X1 = [0s] = (0.6)"*l and 3y = (0.6)I"~*| 4-81,,,

where I}, is an identity vector with dimension p and J, is the p X p matrix of 1’s. While setting 1
represents a scenario with homoscedastic compound symmetric, settings 3 and 5 represent the
scenarios with moderate and severe heteroscedastic versions of this structure, respectively.



162 E. Gokpinar, S. Karanfil, M. Ebegil, Y.A. Ozdemir and F. Gékpinar

While setting 2 represents a scenario with homoscedastic autoregressive covariance structure,
setting 4 and 6 represent the scenarios with moderate and severe heteroscedastic versions of
this structure, respectively.

To calculate the p-values of the CAT and CAT versions of the tests, m was taken
as 2000. The simulation study was conducted in MATLAB. Initially, the estimated type-I
error rates of all tests under the null hypothesis were calculated. The simulation results were
provided in Tables 1-3 under the multivariate normal model at the nominal level 0.05.

Table 1: The estimated type I error rates of all tests under multivariate
normal distribution for p = 2. In the table, the estimated type I
error rates exceeding 6% were given in bold characters.

Tests

Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald wB wPB

77 0,038 0,045 0,040 0,040 0,039 0,041 0,045 0,039 0,042 0,042 0,038 0,101 0,045 0,034
15,15 0,049 0,052 0,050 0,050 0,049 0,050 0,051 0,050 0,050 0,049 0,050 0,079 0,051 0,051
1 30,30 0,054 0,054 0,055 0,054 0055 0055 0,054 0054 0,054 0,054 0,053 0,067 0,054 0,050
7,15 0,055 0050 0,055 0,055 0,057 0052 005 0055 0058 0059 0,051 0,101 0,053 0,050
15,30 0,044 0,043 0,045 0,045 0,045 0,050 0,043 0,045 0,045 0,046 0,045 0,069 0,043 0,057

77 0,040 0,052 0,041 0,041 0,041 0,039 0,051 0,039 0,043 0,043 0,038 0,105 0,045 0,055
15,15 0,053 0,056 0,053 0,053 0,052 0,044 0,055 0,052 0,052 0,053 0,051 0,093 0,054 0,053
2 30,30 0,051 0,055 0,052 0,052 0,052 0,044 0,056 0,050 0,050 0,051 0,050 0,061 0,050 0,047
7,15 0,045 0,050 0,045 0,045 0,045 0,048 0,051 0,047 0,047 0,052 0,042 0,098 0,041 0,054
15,30 0,041 0,048 0,041 0,041 0,041 0,052 0,047 0,041 0,041 0,042 0,042 0,058 0,040 0,047

77 0,049 0,051 0,051 0,051 0,051 0,042 0,057 0,051 0,055 0,059 0,046 0,121 0,069 0,051
15,15 0,056 0,057 0,056 0,056 0,056 0,049 0,058 0,059 0,059 0,060 0,059 0,085 0,060 0,059
3 30,30 0,055 0,052 0,055 0,055 0,055 0,048 0,054 0,055 0,055 0,055 0,055 0,071 0,059 0,056
7,15 0,049 0,056 0,049 0,049 0,049 0,054 0,054 0,049 0,049 0,050 0,048 0,082 0,037 0,049
15,30 0,047 0,043 0,047 0,047 0,047 0,056 0,045 0,047 0,047 0,047 0,047 0,058 0,044 0,053

77 0,040 0,042 0,042 0,042 0,041 0,045 0,042 0,040 0,045 0,048 0,040 0,113 0,057 0,059
15,15 0,053 0,054 0,053 0,053 0,053 0,055 0,055 0054 0,054 0,055 0,054 0,077 0,057 0,054
4 30,30 0,056 0,057 0,056 0,056 0,056 0,052 0,056 0,056 0,055 0,057 0,055 0,070 0,058 0,053
7,15 0,051 0,054 0,051 0,051 0,051 0,054 0,052 0,050 0,050 0,052 0,048 0,084 0,037 0,052
15,30 0,053 0,045 0,053 0,053 0,053 0,051 0046 0,053 0,053 0,054 0,053 0,069 0,051 0,047

77 0,050 0,048 0,050 0,050 0,049 0,049 0,048 0,051 0,057 0,061 0,048 0,132 0,083 0,057
15,15 0,053 0,054 0,053 0,053 0,053 0,056 0,052 0,053 0,053 0,054 0,053 0,090 0,071 0,049
5 30,30 0,045 0,044 0,045 0,045 0,045 0,054 0,045 0,045 0,045 0,046 0,045 0,063 0,054 0,050
7,15 0,052 0,045 0,052 0,052 0,052 0,046 0,046 0051 0051 0051 0,050 0,079 0,039 0,052
15,30 0,047 0,050 0,047 0,047 0,047 0,059 0,050 0,050 0050 0050 0,050 0,068 0,045 0,045

7,7 0,052 0,047 0,051 0,051 0,052 0,05 0,047 0053 0056 0065 0,049 0,143 0,092 0,057
15,15 0,054 0,048 0055 0055 0,055 0,047 0,050 0,05 0,056 0058 0054 0,08 0,070 0,046
6 30,30 0,047 0,047 0,042 0,046 0,046 0,049 0,045 0,043 0,045 0,045 0,045 0,059 0,051 0,058
7,15 0,052 0,050 0,053 0,053 0,053 0,054 0050 0,052 0,053 0,052 0,052 0,085 0,040 0,047
15,30 0,048 0,054 0,048 0,048 0,048 0,057 0,054 0047 0,047 0,048 0,048 0,067 0,045 0,049

It can be seen in Table 1 that for p =2, in cases of homoscedastic and moderate
heteroscedastic structures (setting 1, 2, 3 and 4), all tests except Wald test have the estimated
type I error rates close to the nominal level 0.05. As heterogeneity is getting severe (setting
5 and 6), in cases of small sample sizes, the estimated type I error rates of the WB and Ty
tests as well as the Wald test exceed the nominal level 0.05, that is, these tests tend to be
liberal.

It can be seen in Table 2 that in case of homoscedastic structure, the results of the
tests for p = 3 show similar pattern as those for the cases of p =2. However, in case of
heterogeneity even when moderate heterogeneity, the Ty, T;, Wald, WB tests tend to be
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liberal for small sample sizes. Furthermore, as heterogeneity is getting severe, these tests
tend to be highly liberal for small sample size. A remarkable consequence is that when
sample sizes are different, the estimated type I error rates of the WB test are considerably
lower than the nominal level 0.05.

Table 2: The estimated type I error rates of all tests under multivariate
normal distribution for p = 3. In the table, the estimated type
I error rates exceeding 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT M-CAT J-CAT Y-CAT NV-CAT Tg Tu T, Ty Tyy Wald WB WPB

7,7 0,037 0,046 0040 0039 0,040 0,041 0046 0,039 0,046 0,045 0,036 0,150 0,046 0,041
15,15 0,046 0,062 0,048 0,048 0,047 0,049 0,061 0,047 0,048 0,048 0,047 0,087 0,049 0,049
30,30 0,042 0,045 0,042 0042 0,041 0,048 0,046 0,042 0,042 0,042 0,042 0,059 0,042 0,052
7,15 0,045 0,047 0,045 0,045 0,046 0,049 0,049 0,044 0,049 0,061 0,035 0,140 0,039 0,066
15,30 0,055 0,050 0055 0055 0056 0,036 0050 0057 0058 0,059 0054 0,088 0,056 0,059

7,7 0,045 0,056 0,047 0,046 0,045 0,040 0,058 0,046 0,056 0,050 0,046 0,156 0,059 0,041
15,15 0,049 0,051 0,050 0,050 0,049 0,057 0,050 0,047 0,048 0,050 0,047 0,088 0,048 0,056
30,30 0,050 0,046 0,050 0,050 0,050 0,050 0,046 0,048 0,047 0,048 0,048 0,065 0,048 0,057
7,15 0,049 0,041 0048 0049 0052 0,050 0,042 0,048 0,053 0,064 0,036 0143 0,046 0,056
15,30 0,049 0056 0048 0048 0049 0052 0056 0050 0050 0054 0,050 0,085 0,048 0,047

7,7 0,052 0,048 0,054 0052 0056 0048 0049 0,055 0,068 0,074 0,050 0,200 0,083 0,048
15,15 0,052 0,049 0052 0052 0052 0,049 0049 0052 0,053 005 0050 0,09 0,065 0,045
30,30 0,049 0,057 0,049 0049 0,049 0,049 0,059 0,048 0,048 0,048 0,051 0,071 0,057 0,047
7,15 0,053 0,048 0053 0053 0,054 0,048 0050 0,051 0,054 0,05 0051 0,117 0,037 0,042
15,30 0,043 0,047 0,044 0044 0,044 0,058 0,048 0,044 0,044 0,043 0,043 0,066 0,036 0,056

7,7 0,045 0,043 0046 0,045 0,048 0,058 0,044 0,044 0,058 0,059 0,039 0,18 0,070 0,051
15,15 0,053 0,046 0053 0053 0053 0,051 0,048 0,052 0,053 0,058 0,052 0,093 0,063 0,050
30,30 0,054 0,058 0,054 0,054 0,054 0,050 0,056 0,055 0,055 0,056 0,055 0,076 0,062 0,047
7,15 0,045 0,052 0,047 0045 0,047 0,047 0,053 0,047 0,050 0,048 0,040 0,107 0,027 0,046
15,30 0,043 0044 0043 0043 0043 0047 0042 0045 0045 0045 0044 0,064 0,038 0,053

7,7 0,056 0,064 0055 0056 0058 0,056 0061 0058 0075 0,089 0,044 0,236 0,121 0,059
15,15 0,054 0,060 0052 0053 0053 0049 0059 0,054 0,057 0,060 0052 0120 0,085 0,048
30,30 0,038 0,043 0039 0039 0040 0,051 0,044 0,040 0,040 0,041 0,039 0,067 0,054 0,054
7,15 0,043 0,047 0,044 0,044 0,042 0,055 0,048 0,045 0,045 0,047 0,045 0,112 0,029 0,051
15,30 0,041 0,050 0041 0041 0041 0,056 0,050 0,043 0,043 0,044 0,043 0,069 0,040 0,051

7,7 0,054 0,055 0,053 0,053 0,057 0,056 0,054 0054 0,075 0,090 0,044 0,237 0,127 0,062
15,15 0,044 0,043 0,044 0044 0045 0,051 0,041 0,045 0,045 0,048 0,043 0,099 0,069 0,049
30,30 0,057 0,056 0,057 0,056 0,057 0,051 0,05 0,054 0,054 0,057 0,054 0,091 0,069 0,050
7,15 0,045 0,052 0,045 0045 0046 0,050 0,054 0,044 0,046 0,047 0,042 0,105 0,032 0,057
15,30 0,053 0054 0053 0053 0053 0054 005 0052 0052 0053 0053 0,08 0,046 0,048

It can be seen in Table 3 that for p = 4, in case of homoscedastic structure and different
sample sizes, the Ty and Ty, tests tend to be liberal. Furthermore, when small and equal
sample sizes, these tests tend to be highly liberal in case of heterogeneity. As sample sizes
increase, these tests have the estimated type I error rates close to the nominal level 0.05.
Besides, in case of heteroscedastic structure, the estimated type I error rates of the WB test
exhibit similar pattern as those for the cases of p = 2 and p = 3. However, as p increases, this
test tend to be highly liberal. It can be seen from all tables that as p increase, the Ty, T,
and WB tests tend to be highly liberal. Furthermore, as heterogeneity is getting severe, these
tests also tend to be highly liberal. The CAT versions of the Ty-and T7, tests, J-CAT and
Y-CAT, greatly improved these tests’ behavior. In this cases, these tests have the estimated
type I error rates close to the nominal level 0.05 in most cases. As for the WPB test, in
homoscedastic structure, the estimated type I error rates of this test is slightly higher than
the nominal level 0.05 when sample size is small and unequal. Furthermore, as heterogeneity
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is getting severe, the estimated type I error rates of this test is getting quite higher than the
nominal level 0.05.

Table 3: The estimated type I error rates of all tests under multivariate
normal distribution for p = 4. In the table, the estimated type
I error rates exceeding 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald WB WPB

7,7 0,040 0,051 0,042 0,042 0,042 0,050 0,050 0,040 0,059 0,049 0,036 0,215 0,054 0,039
15,15 0,053 0,052 0,055 0,055 0,055 0,050 0,055 0,052 0,056 0,057 0,051 0,118 0,054 0,043
30,30 0,051 0,046 0,051 0,051 0,051 0,048 0,046 0,051 0,051 0,050 0,051 0,076 0,051 0,051
7,15 0,055 0,053 0,051 0,053 0,056 0,057 0,052 0,050 0,065 0,082 0,034 0,206 0,043 0,059
15,30 0,050 0,052 0,049 0,049 0,050 0,054 0,054 0,050 0,050 0,059 0,048 0,108 0,050 0,048

7,7 0,039 0,060 0,043 0,041 0,041 0,044 0,059 0,038 0,061 0,055 0,039 0,211 0,054 0,040
15,15 0,057 0,049 0,058 0,057 0,058 0,048 0,050 0,057 0,059 0,057 0,056 0,116 0,058 0,048
30,30 0,048 0,056 0,048 0,048 0,048 0,052 0,056 0,048 0,048 0,049 0,048 0,080 0,051 0,050
7,15 0,054 0,056 0,054 0,054 0,059 0,059 0,056 0,051 0,065 0,072 0,037 0,197 0,049 0,066
15,30 0,048 0,053 0,048 0,048 0,048 0,053 0,052 0,047 0,048 0,052 0,043 0,106 0,047 0,055

7,7 0,051 0,049 0,052 0,051 0,056 0,047 0,048 0,048 0,079 0,083 0,041 0,267 0,091 0,059
15,15 0,046 0,053 0,046 0,046 0,048 0,044 0,055 0,046 0,049 0,055 0,046 0,133 0,066 0,052
30,30 0,048 0,052 0,047 0,047 0,048 0,051 0,053 0,049 0,049 0,050 0,049 0,073 0,056 0,053
7,15 0,045 0,055 0,045 0,045 0,047 0,053 0,056 0,047 0,050 0,052 0,043 0,138 0,029 0,037
15,30 0,044 0,044 0,044 0,044 0,044 0,048 0,045 0,043 0,043 0,043 0,042 0,075 0,029 0,047

77 0,053 0,054 0,053 0,053 0,055 0,050 0,056 0,052 0,081 0,083 0,042 0,264 0,093 0,052
15,15 0,049 0,049 0,049 0,049 0,050 0,056 0,050 0,049 0,053 0,057 0,050 0,135 0,070 0,057
30,30 0,054 0,051 0,054 0,054 0,054 0,042 0,052 0,052 0,052 0,053 0,052 0,083 0,061 0,050
7,15 0,044 0,062 0,045 0,045 0,045 0,052 0,061 0,043 0,048 0,051 0,038 0,143 0,027 0,041
15,30 0,058 0,056 0,058 0,058 0,058 0,054 0,059 0,057 0,057 0,057 0,055 0,090 0,044 0,058

7,7 0,057 0,060 0,055 0,056 0,062 0,062 0,060 0,055 0,100 0,121 0,029 0,343 0,155 0,083
15,15 0,047 0,047 0,045 0,046 0,046 0,054 0,047 0,048 0,053 0,057 0,044 0,152 0,089 0,054
30,30 0,048 0,048 0,044 0,046 0,046 0,053 0,045 0,045 0,047 0,050 0,046 0,104 0,072 0,054
7,15 0,053 0,047 0,053 0,053 0,054 0,050 0,045 0,053 0,058 0,056 0,052 0,144 0,037 0,043
15,30 0,046 0,055 0,046 0,046 0,046 0,040 0,054 0,048 0,048 0,050 0,048 0,080 0,042 0,044

7,7 0,064 0,050 0,064 0,064 0,066 0,063 0,048 0,059 0,107 0,123 0,034 0,360 0,162 0,067
15,15 0,057 0,050 0,056 0,056 0,055 0,059 0,048 0,057 0,062 0,068 0,053 0,158 0,097 0,051
30,30 0,053 0,053 0,053 0,053 0,053 0,050 0,053 0,052 0,053 0,056 0,052 0,100 0,074 0,060
7,15 0,046 0,055 0,046 0,046 0,047 0,050 0,057 0,045 0,050 0,050 0,044 0,144 0,030 0,048
15,30 0,054 0,055 0,054 0,054 0,053 0,057 0,055 0,053 0,053 0,055 0,054 0,093 0,047 0,051

In summary, according to the results obtained from all tables, the CAT, K-CAT,
J-CAT, Y-CAT, NV-CAT, Ty and WPB tests have the estimated type I error rates close to
the nominal level 0.05 in most cases. Furthermore, as p increase and heterogeneity is getting
severe, the estimated type I error rates of all tests are affected negatively from this case, that
is, these tests behaviors depend on the p and degree of heterogeneity.

The simulated powers of all tests were provided in Tables 4-6 under the normal model.
The tests attaining nominal level closely can be compared meaningfully in terms of power.
Since the estimated type I error rates of the Wald test exceed 6% in all considered cases,
the Wald test was ignored and excluded from tables. While the powers of the tests were
interpreted, the tests which had greater the estimated type I error rates than 6% given in
Tables 1-3 were disregarded. Thus, the estimated powers of these tests were denoted by .
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Table 4: The estimated powers of all tests under the multivariate nor-
mal distribution for p = 2. The estimated powers of the tests
exceeding 6% in terms of the estimated type I error rates were
indicated by ‘*’ in the tables.

Settingl Setting2 Setting3 Setting4 Setting5 Setting6
n Tests A=5  A=T5 | A=5  A=T5 | A=5  A=T5 | A=S5 0 A=T5 | A=5 A=T5 | A=S5 0 A=TS
CAT 0,116 0,222 | 0,097 0,208 | 0,076 0,131 | 0,075 0,144 | 0,059 0,089 | 0,066 0,090
B-CAT | 0,103 0,193 | 0,093 0,170 | 0,074 0,117 | 0,079 0,130 | 0,064 0,087 | 0,057 0,083
M-CAT | 0,119 0,224 | 0,100 0,211 | 0,075 0,131 | 0,076 0,145 | 0,059 0,090 | 0,065 0,091
J-CAT 0,117 0,222 | 0,099 0,210 | 0,076 0,131 | 0,075 0,144 | 0,059 0,090 | 0,065 0,090
Y-CAT | 0,121 0,223 | 0,099 0,210 | 0,075 0,132 | 0,077 0,145 | 0,057 0,090 | 0,067 0,092
NV_CAT| 0,115 0,231 0,113 0,196 0,076 0,137 0,076 0,136 0,062 0,085 0,072 0,085
7,7 Ty 0,104 0,195 | 0,094 01171 | 0,075 0,117 | 0,081 0,133 | 0,064 0,089 | 0,059 0,081
Ty 0,116 0,224 | 0,102 0,209 | 0,078 0,132 | 0,078 0,148 | 0,062 0,092 | 0,068 0,091
T, 0,122 0,233 | 0,106 0,218 | 0,084 0,139 | 0,081 0,153 | 0,067 0,102 | 0,072 0,098
Ty 0,122 0,231 | 0,110 0,224 | 0,091 0,243 | 0,085 0,162 | 0,071 0,112 | 0,082 0,109
Tny 0,116 0,222 | 0,01 0,208 | 0,076 0,126 | 0,077 0,145 | 0,058 0,087 | 0,061 0,084
WB 0,129 0,234 | 0,119 0,233 | 0,104 0,169 | 0,102 0,185 * * * *
WPB 0,099 0,224 0,116 0,211 0,084 0,142 0,078 0,141 0,071 0,107 0,067 0,088
CAT 0,244 0,480 | 0,232 0463 | 0,154 0,298 | 0,145 0,296 | 0,086 0,161 | 0,090 0,161
B-CAT | 0222 0,440 | 0,206 0423 | 0,152 0,282 | 0,140 0,281 | 0,088 0,151 | 0,086 0,155
M-CAT | 0,246 0481 | 0,233 0463 | 0,154 0,299 | 0,143 0,296 | 0,086 0,161 | 0,090 0,161
J-CAT 0,246 0481 | 0,233 0463 | 0,154 0,298 | 0,143 0,296 | 0,086 0,161 | 0,090 0,161
Y-CAT | 0,245 0481 | 0234 0463 | 0,156 0,299 | 0,144 0,296 | 0,086 0,161 | 0,090 0,162
NV_CAT | 0,246 0,503 0,248 0,466 0,146 0,312 0,162 0,293 0,098 0,162 0,087 0,156

(15, 15) Ty 0221 0438 | 0,207 0420 | 0155 0,28 | 0,137 0,282 | 0,086 0,152 | 0,089 0,157
Tu 0250 0481 | 0,228 0464 | 0159 0,300 | 0,142 0,295 | 0,088 0,161 | 0,092 0,162
T, 0251 0482 | 0229 0464 | 0160 0301 | 0142 0,295 | 0089 01162 | 0,093 0,164
Ty 0252 0486 | 0,229 0465 | 0,166 0,307 | 0,148 0303 | 0,092 0,170 | 0,093 0,167

Tav 0250 0483 | 0,229 0465 | 0160 0,300 | 0,143 0,297 | 0,086 0,161 | 0,089 0,162
WB 0254 0486 | 0,234 0469 | 0,176 0,322 | 0,159 0,319 * * * *
WPB 0,242 0,500 | 0,236 0482 | 0,147 0,320 | 0,157 0,311 | 0,088 0,154 | 0,087 0,155
CAT 0461 0841 | 0461 0822 | 0,312 0613 | 0,280 0580 | 0,153 0,305 | 0,150 0,289
B-CAT | 0439 0813 | 0440 0804 | 0,294 059 | 0274 0566 | 0,152 0,292 | 0,146 0,286
M-CAT | 0462 0841 | 0461 0823 | 0312 0613 | 0,280 0580 | 0,153 0,305 | 0,150 0,289
J-CAT 0462 0841 | 0461 0823 | 0,312 0613 | 0,280 0580 | 0,153 0,305 | 0,150 0,289
Y-CAT | 0,462 0841 | 0461 0823 | 0313 0614 | 0282 0582 | 0,153 0305 | 0,151 0,290
NV_CAT | 0,493 0,845 0,455 0,815 0,280 0,600 0,292 0,585 0,167 0,312 0,153 0,297

(30, 30) Ty 0441 0815 | 0438 0805 | 0,298 05599 | 0,270 0568 | 0,151 0,295 | 0,147 0,284
Tu 0465 0841 | 0462 0822 | 0,311 0613 | 0,282 0582 | 0,155 0,301 | 0,149 0,290
T, 0465 0839 | 0462 0822 ( 0311 0613 | 0,281 0582 [ 0,155 0,301 | 0,149 0,289

Ty 0466 0840 | 0462 0823 | 0,313 0,617 | 0283 0586 | 0,157 0,306 | 0,150 0,298
Tyy 0466 0840 | 0462 0823 | 0,312 0614 | 0282 0583 | 0,155 0,301 | 0,149 0,290
WB 0464 0838 | 0461 0821 | 0,318 0625 | 0,289 0598 | 0,172 0,328 | 0,165 0,315

WPB 0,474 0,837 0,449 0,789 0,296 0,594 0,301 0,589 0,162 0,298 0,166 0,305
CAT 0,157 0,307 | 0,146 0281 | 0,112 0,216 | 0,125 0,219 | 0,083 0,146 | 0,078 0,145
B-CAT | 0122 0,228 | 0,114 0220 | 0,092 0,163 | 0,101 0,174 | 0,076 0,114 | 0,079 0,118
M-CAT | 0,156 0,308 | 0,145 0283 | 0,112 0,217 | 0,125 0,221 | 0,084 0,147 | 0,078 0,146
J-CAT 0,157 0,309 | 0,145 0282 | 0,112 0,217 | 0,125 0,220 | 0,084 0,146 | 0,078 0,146
Y-CAT | 0,158 0305 | 0,146 0,282 | 0,112 0217 | 0,126 0,220 | 0,085 0,147 | 0,079 0,146
NV_CAT| 0,154 0,315 | 0,143 0,288 | 0,119 0,231 | 0,119 0,227 | 0,087 0,130 | 0,086 0,144

(7, 15) Ty 0124 0,227 | 0,115 0,220 | 0,093 0,163 | 0,100 0,174 | 0,080 0,115 | 0,078 0,120
Ty 0,155 0,308 | 0,147 0286 | 0,117 0,223 | 0,128 0,226 | 0,087 0,143 | 0,077 0,150
T, 0,158 0,313 | 0,149 0294 | 0,118 0,225 | 0,129 0,228 | 0,088 0,144 | 0,079 0,151

Ty 0171 0321 | 0,155 0312 | 0,116 0,223 | 0,126 0,223 | 0,090 0,146 | 0,079 0,151
Tny 0,153 0,297 | 0,139 0279 | 0,116 0,217 | 0,123 0,220 | 0,087 0,143 | 0,079 0,150
WB 0,151 0,302 | 0,141 0286 | 0,093 0,179 | 0,097 0,183 | 0,068 0,120 | 0,062 0,125

WPB 0,155 0,306 | 0,168 0,310 | 0,125 0,215 | 0,138 0,230 | 0,097 0,144 | 0,087 0,136
CAT 0313 0645 | 0301 0618 | 0,237 0467 | 0218 0468 | 0,146 0,270 | 0,138 0,269
B-CAT | 0289 0593 | 0,261 0548 | 0,210 0413 | 0,197 0414 | 0,119 0,247 | 0,137 0,246
M-CAT | 0313 0,644 | 0300 0617 | 0,237 0467 | 0218 0468 | 0,146 0271 | 0,138 0,269
J-CAT 0313 0,645 | 0,300 0617 | 0,237 0467 | 0218 0468 | 0,147 0,271 | 0,138 0,269
Y-CAT | 0,313 0645 | 0299 0615 | 0,238 0468 | 0217 0469 | 0,147 0271 | 0,139 0,270
NV_CAT | 0,343 0,642 0,289 0,596 0,243 0,469 0,227 0,469 0,141 0,273 0,134 0,265
(15, 30) Ty 0292 0593 | 0,261 0551 | 0,209 0416 | 0,197 0416 | 0,123 0,243 | 0,141 0,246
Tu 0315 0647 | 0297 0618 | 0234 0473 | 0,218 0466 | 0148 0273 | 0,139 0,268
T, 0315 0647 | 0,297 0618 | 0,234 0472 | 0216 0466 | 0,148 0,272 | 0,138 0,268
Ty 0318 0649 | 0,298 0618 | 0,231 0469 | 0217 0463 | 0,149 0,276 | 0,142 0,270
Tay 0312 0644 | 0295 0615 | 0,233 0471 | 0216 0465 | 0,149 0,273 | 0,139 0,267
WB 0310 0642 | 0,293 0615 | 0,218 0,444 | 0205 0446 | 0,138 0,257 | 0,129 0,252
WPB 0,330 0,650 | 0,308 0,589 | 0,244 0,455 | 0,227 0,475 | 0,156 0,276 | 0,130 0,283
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Table 5: The estimated powers of all tests under the multivariate nor-
mal distribution for p = 3. The estimated powers of the tests
exceeding 6% in terms of the estimated type I error rates were
indicated by ‘*’ in the tables.

Settingl Setting2 Setting3 Setting4 Setting5 Setting6

n Tests A=5 A=T5 | A=5 A=75 ] A=5 A=75 | A=5 A=75 | A=5 A=75 | A=5 A=75
CAT 0,088 0,177 | 0,096 0,182 | 0,082 0,132 | 0,077 0,120 | 0,066 0,095 | 0,072 0,090
B-CAT 0,078 0,125 | 0,089 0,139 | 0,075 0,111 | 0,069 0,110 * * 0,062 0,073
M-CAT | 0,091 0,180 | 0,098 0,184 | 0,082 0,135 | 0,076 0,122 | 0,066 0,095 | 0,071 0,091
J-CAT 0,089 0179 | 0,097 0,183 | 0,082 0,134 | 0075 0,122 | 0,066 0,095 | 0,072 0,090
Y-CAT | 0,089 0,178 | 0,099 0,182 | 0,084 0,138 | 0,081 0,126 | 0,069 0,098 | 0,076 0,094
NV_CAT | 0,088 0,185 0,112 0,187 0,081 0,114 0,084 0,120 0,071 0,093 0,073 0,098

7.7 Ty 0,079 0,30 | 0,091 0,137 | 0,077 0,113 | 0070 0,109 | 0,053 0,083 | 0,061 0,073
Tu 0,088 0,174 | 0,096 0,183 | 0,084 0,136 | 0,076 0,121 | 0,066 0,093 | 0,073 0,092
T 0,109 0,201 | 0,111 0,205 | 0,102 0,162 | 0,095 0,145 * * * *
Ty 0,104 0,194 | 0,112 0,200 | 0,106 0,169 | 0,100 0,155 * * * *

Tay 0,089 01176 | 0,097 0,177 | 0,0/5 0,120 | 0,069 0,113 | 0,051 0,071 | 0,061 0,072
WB 0,110 0,209 | 0,115 0,214 * * * * * * * *
WPB 0,084 0,180 | 0,108 0,182 [ 0,081 0,120 | 0,089 0,127 | 0,082 0,103 * *
CAT 0213 0478 | 0,229 0468 | 0,179 0294 | 0155 0314 | 0,107 0,168 | 0,090 0,170
B-CAT | 0,185 0,420 | 0,214 0410 | 0,165 0281 | 0,149 0,282 * * 0,090 0,154
M-CAT | 0,213 0481 | 0,228 0471 | 0,178 0,293 | 0,154 0315 | 0,106 0,167 | 0,091 0,167
J-CAT 0212 0480 | 0,228 0469 | 0,179 0293 | 0154 0,315 | 0,107 0,167 | 0,091 0,167
Y-CAT | 0,211 0481 | 0229 0472 | 0180 0,297 | 0,157 0,317 | 0,106 0,170 | 0,090 0,173
NV_CAT | 0,227 0,493 | 0,220 0471 | 0,163 0,302 | 0,153 0,320 | 0,100 0,167 | 0,097 0,181

(15, 15) Ts 0,18 0418 | 0,217 0,410 | 0,167 0,280 | 0,146 0,284 | 0,099 0,157 | 0,088 0,158
Ty 0211 0479 | 0,229 0467 | 0179 0298 | 0153 0,318 | 0,106 0,167 | 0,090 0,169
T, 0214 0480 | 0,229 0469 | 0,182 0302 | 0155 0325 | 0,109 0,174 | 0,096 0,177
Ty 0214 0483 | 0,230 0470 | 0,193 0321 | 0,168 0,335 * * 0,102 0,191

Ty 0210 0478 | 0,228 0467 | 0,179 0300 | 0,154 0,321 | 0,102 0,163 | 0,088 0,164
wB 0,214 0485 | 0232 0475 * * * * * * * *
WPB 0,225 0,490 | 0,218 0475 | 0,163 0,306 | 0,154 0,321 | 0,100 0,171 | 0,099 0,186
CAT 0460 0829 | 0,472 0846 | 0,297 0620 | 0298 0,618 | 0,164 0336 | 0,166 0,337
B-CAT | 0438 0,79 | 0,440 0808 | 0,280 0592 | 0,285 0594 | 0,164 0329 | 0,162 0,333
M-CAT | 0,460 0,830 | 0472 0846 | 0296 0619 | 0,298 0619 | 0,164 0,336 | 0,166 0,335
J-CAT 0460 0830 | 0472 0846 | 0297 0619 | 0,297 0619 | 0,164 0335 | 0,166 0,336
Y-CAT | 0461 0830 | 0472 0,846 | 0297 0,623 | 0,299 0620 | 0,165 0,337 | 0,166 0,338
NV_CAT | 0,456 0,827 0,451 0,844 0,296 0,627 0,297 0,631 0,167 0,333 0,163 0,331

(30, 30) Ts 0436 0,794 | 0,440 0806 | 0,282 0594 | 0286 05% | 0,164 0326 | 0,160 0,335
Ty 0462 0828 | 0475 0846 | 0,297 0618 | 0302 0618 | 0,165 0337 | 0,166 0,338
T; 0462 0827 | 0475 0845 | 0,296 0617 | 0301 0616 | 0,165 0337 | 0,166 0,339
Ty 0463 0828 | 0473 0845 | 0,308 0629 | 0310 0627 | 0171 0347 | 0,172 0,347

Tay 0462 0828 | 0476 0845 | 0,300 0618 | 0304 0619 | 0,164 0,338 | 0,165 0,339
wB 0458 0830 | 0,474 0847 | 0,319 0,637 * * 0,192 0,380 * *
WPB 0457 0,825 | 0,448 0,842 | 0,300 0,627 | 0,295 0,626 | 0,168 0,334 | 0,159 0,328
CAT 0,140 0272 | 0,154 0275 | 0,122 0214 | 0121 0,211 | 0,089 0,137 | 0,084 0,134
B-CAT | 0,100 0,164 | 0,110 0,168 | 0,086 0,139 | 0,092 0,134 | 0,071 0,093 | 0062 0,097
M-CAT | 0,138 0,269 | 0,151 0,270 | 0,124 0216 | 0,122 0,213 | 0,090 0,138 | 0,084 0,136
J-CAT 0,138 0,270 | 0,151 0271 | 0,124 0215 | 0,121 0,213 | 0,089 0,138 | 0,084 0,135
Y-CAT | 0,141 0268 | 0157 0,274 | 0,123 0,218 | 0,119 0,212 | 0,091 0,138 | 0,085 0,137
NV-CAT | 0,160 0,289 | 0,142 0,292 | 0,123 0,226 | 0,116 0,207 | 0,080 0,142 | 0,085 0,135

(7,15) Tg 0,101 02165 | 0,111 0,168 | 0,089 01142 | 0,092 0,136 | 0,073 0,09 | 0,062 0,099
Ty 0,136 0,267 | 0,151 0276 | 0,125 0215 | 0,120 0,212 | 0,092 0,141 | 0,083 0,137
T; 0,148 0289 | 0,163 0,29 | 0,128 0,219 | 0,125 0,221 | 0,09 0,144 | 0,087 0,141
Ty * * * * 0,124 0214 | 0121 0,213 | 0,097 0,146 | 0,092 0,142

Tay 0,119 0,239 | 0,132 0245 | 0,121 0,205 | 0,119 0,201 | 0,093 0,139 | 0,083 0,137
wB 0,131 0260 | 0,138 0,259 | 0,089 0,159 | 0,090 0,152 | 0,063 0,106 | 0,059 0,104
WPB * * 0,148 0,298 0,123 0,226 0,113 0,205 0,083 0,141 0,088 0,134
CAT 0311 0583 | 0,291 0618 | 0,234 049 | 0239 0498 | 0,132 0,294 | 0,148 0,282
B-CAT | 0,278 05509 | 0,243 0537 | 0,196 0405 | 0,213 0418 | 0,120 0,247 | 0,125 0,252
M-CAT | 0,310 0,583 | 0,292 0617 | 0,236 0496 | 0,240 0499 | 0,132 0,294 | 0,148 0,282
J-CAT 0310 0583 | 0,291 0618 | 0,236 049 | 0,240 0499 | 0,133 0,294 | 0,148 0,282
Y-CAT | 0310 0578 | 0,287 0,618 | 0235 0,494 | 0239 0498 | 0,133 0,295 | 0,148 0,286
NV_CAT | 0,310 0,614 | 0,305 0,618 | 0,250 0,526 | 0,227 0,495 | 0,161 0,279 | 0,148 0,287

(15, 30) Ts 0279 0512 | 0,239 0532 | 0,198 0409 | 0208 0416 | 0,119 0,253 | 0,125 0,252
Ty 0312 0588 | 0291 0616 | 0237 0498 | 0,238 0500 | 0,134 0,299 | 0,149 0,289
T; 0315 0588 | 0,292 0618 | 0,237 049 | 0237 0499 | 0,133 0,298 | 0,149 0,289
Ty 0320 0588 | 029 0,623 | 0237 0494 | 0,238 0,495 | 0,138 0303 | 0,150 0,295

Tay 0308 0579 | 0,281 0611 | 0,236 0492 | 0237 049 | 0,134 0,298 | 0,149 0,290
wB 0,305 0582 | 0,280 0611 | 0,219 0458 | 0,213 0465 | 0,119 0,273 | 0,133 0,263
WPB 0,317 0,617 0,305 0,616 0,240 0,522 0,226 0,491 0,159 0,282 0,149 0,293
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Table 6: The estimated powers of all tests under the multivariate nor-
mal distribution for p = 4. The estimated powers of the tests
exceeding 6% in terms of the estimated type I error rates were
indicated by ‘*’ in the tables.

Settingl Setting2 Setting3 Setting4 Setting5 Setting6
n Tests A=5 A=T5 ) A=5  A=T5 | A=5  A=T5 | A=5  A=T5 | A=5 A=75 | A=5 A=75
CAT 0,068 0,133 | 0,079 0,165 | 0,068 0,113 | 0,072 0,106 | 0,083 0,080 | 0,065 0,097
B-CAT 0,077 0,104 | 0,084 0,109 | 0,068 0,092 | 0,059 0,087 | 0,062 0,069 | 0052 0,080
M-CAT | 0,073 0,136 | 0081 0,169 | 0,067 0114 | 0,073 0,105 | 0,078 0,077 | 0,061 0,093
J-CAT 0,071 0,136 | 0,080 0,166 | 0,067 0,113 | 0,072 0,106 | 0,080 0,078 | 0,064 0,095
* *

Y-CAT 0,069 0136 | 0079 0,165 | 0,075 0117 | 0,074 0,107 0,068 0,102
NV_CAT | 0,094 0,165 0,102 0,178 0,073 0,139 0,080 0,124 * * 0,070 0,085
@, 7 Ty 0,076 0,106 | 0,083 0,109 | 0,066 0094 | 0062 0,086 | 0060 0,067 | 0058 0,080
T 0,068 0,136 | 0,080 0,161 | 0067 0,109 | 0069 0,102 | 0,080 0,078 | 0,065 0,090

7‘1 0'105 0'179 * * * * * * * * * *

Ty 0,091 0,158 | 0,102 0,198 * * * * * * * *

Tay 0,064 0,127 | 0077 0,157 | 0,052 0,079 | 0,056 0,082 | 0,040 0,033 | 0033 0,050
wB 0,097 0,168 | 0,105 0,203 * * * * * * * *
WPB 0,082 0,151 0,093 0,160 0,087 0,124 0,084 0,135 * * * *
CAT 0,211 0425 | 0233 0474 | 0,157 0300 | 0,158 0,305 | 0,099 0,157 | 0,097 0,172
B-CAT 0,168 0364 | 0201 0,402 | 0,135 0,261 | 0,147 0,266 | 0,097 0,149 | 0,093 0,165
M-CAT | 0,212 0426 | 0234 0479 | 0,155 0,299 | 0,157 0,305 | 0,098 0,153 | 0,097 0,171
J-CAT 0,212 0426 | 0234 0478 | 0,57 0,299 | 0,157 0305 | 0,099 0,155 | 0,097 0,172
Y-CAT 0,213 0428 | 0233 0476 | 0,160 0304 | 0161 0310 | 0,101 0,157 | 0,101 0,176
NV_CAT | 0,191 0,416 0,220 0,495 0,141 0,295 0,168 0,322 0,102 0,157 0,100 0,162

(15, 15) Ty 0172 0366 | 0206 0,407 | 0,133 0,265 | 0,149 0270 | 0,096 0,151 | 0,093 0,168
Ty 0,213 0427 | 0235 0476 | 0,156 0,300 | 0,158 0,305 | 0,100 0,154 | 0,098 0,172
T, 0,219 0431 | 0239 0484 | 0162 0,313 | 0,168 0313 | 0,111 0,167 * *
Ty 0,218 0435 | 0238 0,480 | 0176 0,330 | 0,180 02335 | 0,124 0,190 * *

Tny 0211 0424 | 0232 0475 | 0,153 0301 | 0,160 0,307 | 0,096 0,149 | 0,094 0,166
wB 0,215 0434 | 0241 0,486 * * * * * * * *
WPB 0,209 0,420 | 0,224 0,474 | 0,150 0,317 | 0,163 0,293 | 0,124 0,165 | 0,105 0,175
CAT 0414 0807 | 0452 0,846 | 0309 0637 | 0313 0665 | 0,167 0,343 | 0173 0,365
B-CAT 03% 0771 | 0426 0,815 | 0,290 0605 | 0,290 0631 | 0,171 0,327 | 0,169 0,356
M-CAT | 0416 0807 | 0452 0,847 | 0308 0637 | 0312 0665 | 0,167 0,343 | 0172 0,366
J-CAT 0416 0807 | 0452 0,846 | 0309 0637 | 0312 0665 | 0,168 0,343 | 0172 0,365
Y-CAT 0413 0807 | 0453 0,847 | 0311 0640 | 0315 0668 | 0,171 0345 | 0175 0,370
NV_CAT | 0,454 0,819 0,476 0,846 0,310 0,626 0,316 0,676 0,172 0,324 0,177 0,372

(30, 30) Ty 0389 0772 | 0426 0817 | 0,290 0,607 | 0,290 0634 | 0,170 0,329 | 0,169 0,358
Ty 0,415 0,807 | 045 0850 | 0,305 0640 | 0307 0663 | 0,167 0342 | 0,174 0,367
T, 0414 0807 | 0453 0,850 | 0,305 0,640 | 0,308 0663 | 0,170 0,344 | 0,176 0,370
Ty 0417 0810 | 0456 0,852 | 0323 0657 | 0,322 0674 | 0,183 0,363 | 0,185 0,388

Tay 0415 00808 | 0454 0,850 | 0311 0643 | 0312 0667 | 0,168 0,342 | 0172 0,367
WB 0415 0808 | 0455 0,850 | 0,336 0,670 * * * * * *
WPB 0,423 0,825 0,466 0,862 0,301 0,623 0,290 0,647 0,177 0,346 0,170 0,381
CAT 013 0251 | 0,132 0,254 | 0,111 0,207 | O,116 0219 | 0,087 0,133 | 0,081 0,137
B-CAT 0,093 0,134 | 0083 0,142 | 0,075 0,109 | 0,084 0,109 | 0,067 0,086 | 0056 0,095
M-CAT | 0,130 0,243 | 0,130 0,246 | 0,112 0,209 | 0,118 0,221 | 0,087 0,135 | 0,082 0,137
J-CAT 0132 0,246 | 0,131 0,250 | 0,113 0,209 | 0,116 0,221 | 0,087 0,134 | 0082 0,137
Y-CAT 0,141 0248 | 0,136 0,255 | 0,112 0,205 | 0,117 0,215 | 0,089 0,136 | 0,084 0,141
NV_CAT | 0,131 0,257 | 0,146 0,290 | 0,113 0,224 | 0,114 0,239 | 0,082 0,130 | 0,080 0,140

(7,15) Ty 0,094 0,135 | 0,084 0,142 | 0,078 01113 | 0,083 0,110 | 0,067 0,084 | 0051 0,099
Ty 0128 0,239 | 0,130 0,246 | 0,110 0,209 | 0,115 0,219 | 0,089 0,136 | 0,081 0,139
T, 0,156 0,276 * * 0125 0225 | 0,128 0,235 | 0,100 0,143 | 0,090 0,150
Ty 0,176 0,300 * * 0119 0,212 | 0,125 0,219 | 0,098 0,145 | 0,091 0,150

Tyv 0,100 0,188 | 0,091 0,195 | 0,103 0,93 | 0,111 0,205 | 0,087 0,133 | 0081 0,137
wB 0121 0233 | 0,122 0,234 | 0,075 0,148 | 0,073 0,150 | 0,065 0,100 | 0,055 0,103
WPB 0,143 0,275 * * 0,103 0,204 | 0,112 0,239 | 0,088 0,134 | 0,089 0,147
CAT 0,268 0565 | 0297 0,633 | 0229 0491 | 0237 0522 | 0,147 0304 | 0135 0,298
B-CAT 0,213 0452 | 0243 0514 | 0,183 0,379 | 0,195 0412 | 0,121 0,242 | 0,109 0,228
M-CAT | 0,265 0561 | 0294 0,628 | 0229 0492 | 0238 0526 | 0,147 0,305 | 0,135 0,299
J-CAT 0,266 0561 | 0295 0,630 | 0,229 0492 | 0,238 0525 | 0,147 0,305 | 0,135 0,298
Y-CAT 0,265 0558 | 0294 0,627 | 0227 0487 | 0236 0520 | 0,151 0,310 | 0,137 0,303
NV_CAT | 0,280 0,602 0,298 0,615 0,228 0,491 0,232 0,499 0,139 0,316 0,154 0,320

(15, 30) Ty 0,213 0456 | 0240 0517 | 0,180 0,379 | 0,199 0409 | 0,122 0,241 | 0,110 0,229
Tu 0,265 0561 | 0301 0,622 | 0,229 0491 | 0,242 0527 | 0,149 0302 | 0,139 0,298
T, 0,268 0567 | 0303 0,630 | 0,230 0491 | 0,242 0528 | 0,149 0,305 | 0,140 0,299
Ty 0,279 0576 | 0308 0,636 | 0227 0483 | 0241 0525 | 0,157 0,317 | 0,142 0,309

Tny 0,253 0545 | 0287 0612 | 0,223 0484 | 0235 0522 | 0,149 0,303 | 0,139 0,299
WwB 0,257 0554 | 0292 0,624 | 0,192 0440 | 0210 0488 | 0,134 0,279 | 0125 0,273
WPB 0,281 0,580 | 0,317 0,618 | 0,247 0,479 | 0,238 0,512 | 0,147 0,284 | 0,151 0,311
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When all tests were compared in terms of their powers in Table 4-6, the Tz test and the
CAT version of this test, B-CAT, has a smaller power than the other tests in most cases. In
cases where the estimated type I error rates of the Ty, Ty and WB tests are close the nominal
level, the powers of these tests are close to the CAT, K-CAT, J-CAT, Y-CAT, NV-CAT, Ty
and WPB tests, even sometimes the powers of these tests are slightly higher than those of
these tests. However, as p and the degree of heterogeneity increase, and in case of small
sample sizes, the T;, Ty and WB tests tend to be highly liberal, which is a disadvantage for
them.

When the CAT, K-CAT, J-CAT, Y-CAT, NV-CAT, T\ and WPB tests were compared
in terms of their powers, these tests have powers close to each other. Besides, while the CAT
has a bit higher power than the other tests in some cases, the NV-CAT has a bit higher
power than the other tests in some cases. Since the CAT has simple form than the other
CAT versions of the tests, it can be preferred instead of the others where they have similar
powers.

To get idea about robustness of the above tests against multivariate non-normality we
conduct simulation study under multivariate non-normal models. Following Konietschke et
al. [16], we generated data as

Yl] :M1+2,L1/2EZJ7 7, = 1,,77,“ ]: ]_’27

using the Cholesky decomposition Ei/ 2 of a given covariance matrix ;. The independent

2(]1_)’ v sg))T

different standardized symmetric or skewed distributions by

and identically distributed random error vectors €;; = (e were generated from

i ij
Y 1/ Var (Wi(js)

Here Wi(;) are double exponential distribution (DE), t-distribution with degrees of freedom

7 (t7), x? distribution with degrees of freedom 15 (x35) and x? distribution with degrees of
freedom 20 (x3). We refer to these distributions as distribution 1, 2, 3 and 4 in tables, respec-

3

tively. We estimated the type-I error rates of all tests under these distributions, respectively.
The simulated results were provided in Tables 7-18.

The results under the double exponential model are almost similar to those under the
normal model. However, unlike normal distribution, it can be seen that the estimated type I
error rates of all tests are smaller than the nominal level 0.05 especially in small sample size.
Besides, while the estimated type I error rates of the WB test are close to the nominal level
in cases of homogeneity structure, those of this test are higher than the nominal level as the
degree of heterogeneity.

The results under t7-model are quite similar to those under the normal model. While
the results under the X%-model are somewhat similar to those under the normal model, it
can be seen that the estimated type I error rates of tests increase significantly. Because of
skewed distribution, the Ty, Ty and WB tests tend to be highly liberal when heterogeneity
is severe and sample size is small. A remarkable consequence is that as p increase, especially
in cases of small sample size, the estimated type I error rates of all tests are higher than
the nominal level. However, the B-CAT test has the estimated type I error rate close to the
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nominal level. Also, note that as the degree of freedom increase, since X%O distribution is
more close to a symmetric distribution than X%5 distribution, the results under this model
are more similar to those under the normal model.

In cases of normal distributed and symmetric distributed models, it can be seen that
the CAT, the CAT versions of tests, Tyy and WPB tests have the estimated type I error rates
close to the nominal level 0.05. The Ty, Ty and WB tests tend to be highly liberal in cases
of small sample size and heterogeneity. In cases of model with skewed distribution, that is,
the x2-,-model, the estimated type I error rates of many tests significantly exceed the nominal
level 0.05. However, the B-CAT performs well than other tests in terms of type I error rate
under this model.

As Konietschke et al. [16] noted and our simulation study can be seen, the WB test’s
behavior depends on the p, degree of heterogeneity and the amount of skewness. Furthermore,
T; and Ty tests’ behavior also depend on the p, degree of heterogeneity and the amount of
skewness. Thus, as seen from simulation study, CAT method can be uses as a good alternative
for the equality of two multivariate normal mean vectors under heterogeneity of covariance.

Table 7: The estimated type I error rates of all tests under distribution 1
for p = 2. In the table, the estimated type I error rates of 6%
were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tay Wald WB WPB

7,7 0,034 0,040 0,033 0,033 0033 0032 0041 0032 0036 0038 0032 0,100 0,044 0,040
15,15 0,049 0,052 0,049 0,049 0,050 0,047 0051 0049 0049 0,048 0,048 0,075 0,053 0,051
30,30 0,050 0,047 0,050 0,050 0,049 0,041 0049 0050 0,050 0050 0,050 0,060 0,051 0,043
7,15 0,046 0,048 0,045 0,046 0,046 0,036 0049 0043 0043 0050 0,040 0,093 0,046 0,046
15,30 0,043 0,043 0,043 0043 0042 0050 0044 0043 0043 0043 0041 0,063 0045 0,051

7,7 0,038 0,045 0,038 0038 0039 003 0047 0040 0041 0042 0,038 0,105 0,049 0,038
15,15 0,046 0,042 0,046 0,046 0,046 0,044 0,043 0,048 0,048 0047 0,046 0,075 0,050 0,053
30,30 0,035 0,041 0,035 0035 0035 0051 0039 003 0035 0035 0035 0049 0,037 0,050
7,15 0,037 0,047 0,038 0,038 0,038 0042 0046 0038 0039 0041 0,034 0,08 0036 0,040
15,30 0,050 0,054 0,049 0,049 0,049 0,047 0054 0,047 0047 0047 0,047 0,071 0,048 0,043

7,7 0,038 0,040 0,038 0,038 0039 0039 0041 0039 0041 0044 0035 0,122 0,059 0,040
15,15 0,046 0,045 0,046 0,046 0,046 0,046 0,044 0,049 0,049 0049 0,048 0,072 0,054 0,042
30,30 0,055 0,057 0,055 0,055 0,055 0,046 0,057 0,056 0056 0057 0,056 0,069 0,060 0,051
7,15 0,039 0,048 0,040 0,039 0039 0050 0048 0041 0041 0042 0,039 0,073 0,035 0,045
15,30 0,043 0,058 0,043 0,043 0043 0050 0058 0,043 0043 0043 0,043 0,060 0,041 0,052

7,7 0,037 0,044 0,037 0,037 0,037 0039 0046 0037 0039 0043 0,034 0,107 0,053 0,039
15,15 0,046 0,049 0,046 0,046 0,046 0,043 0049 0046 0046 0046 0,046 0,076 0,055 0,042
30,30 0,052 0,054 0,052 0,052 0052 0046 0052 0052 0052 0052 0,052 0,063 0058 0,053
7,15 0,044 0,052 0,044 0,044 0,045 0,043 0,048 0,044 0044 0043 0,042 0,071 0,038 0,035
15,30 0,050 0,054 0,050 0,050 0049 0044 0052 0050 0050 0049 0,049 0,070 0,045 0,045

7,7 0,040 0,040 0,044 0,040 0,040 0,048 0042 0042 0047 0048 0036 0,131 0,078 0,040
15,15 0,041 0,048 0,041 0,041 0,042 0,048 0047 0042 0043 0045 0041 0,082 0,065 0,047
30,30 0,038 0,060 0,038 0,038 0038 0045 0061 0039 0040 0040 0,040 0,074 0,033 0,042
7,15 0,040 0,052 0,040 0,040 0,040 0,045 0052 0039 0039 0040 0039 0058 0037 0,044
15,30 0,051 0,048 0051 0051 0051 005 0047 0052 0052 0052 0051 0,067 0,061 0,050

7,7 0,040 0,040 0,042 0,040 0,040 0,038 0042 0,043 0045 0050 0,037 0,126 0,077 0,038
15,15 0,037 0,039 0,037 0,037 0038 0046 0040 0,038 0039 0043 0,038 0,079 0,061 0,046
30,30 0,043 0,061 0,043 0,043 0,042 0,047 0059 0,043 0,044 0045 0,042 0,08 0,034 0,049
7,15 0,043 0,055 0,043 0,043 0,043 0,046 0,054 0,041 0041 0043 0,042 0,064 0,040 0,042
15,30 0,041 0,040 0,041 0,041 0,041 0,048 0042 0042 0042 0043 0,042 0,062 0052 0,045
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Table 8: The estimated type I error rates of all tests under distribution 1 for p = 3.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald WB WPB
77 0,028 0,043 0,029 0,029 0,029 0,035 0,041 0,030 0,037 0,038 0,026 0,140 0,041 0,035
15,15 0,047 0,038 0,047 0,047 0,047 0,041 0,040 0,047 0,047 0,048 0,046 0,087 0,054 0,047
30,30 0,048 0,046 0,048 0,048 0,048 0,048 0,046 0,048 0,047 0,049 0,048 0,061 0,051 0,041
7,15 0,044 0,047 0,044 0,044 0,044 0,041 0,046 0,040 0,044 0,051 0,028 0,128 0,042 0,044
15,30 0,046 0,052 0,046 0,046 0,047 0,053 0,053 0,046 0,046 0,050 0,043 0,080 0,047 0,043
77 0,038 0,037 0,041 0,040 0,040 0,032 0,038 0,039 0,049 0,050 0,036 0,150 0,056 0,041
15,15 0,042 0,042 0,043 0,043 0,044 0,048 0,043 0,044 0,044 0,044 0,043 0,088 0,050 0,046
30,30 0,042 0,044 0,043 0,043 0,043 0,041 0,044 0,042 0,041 0,043 0,041 0,058 0,044 0,048
7,15 0,046 0,048 0,046 0,046 0,045 0,042 0,049 0,044 0,050 0,055 0,035 0,136 0,047 0,044
15,30 0,045 0,045 0,044 0,045 0,044 0,053 0,046 0,043 0,043 0,046 0,042 0,071 0,045 0,044
7,7 0,030 0,039 0,031 0,031 0,031 0,036 0,038 0,032 0,041 0,043 0,026 0,172 0,061 0,041
15,15 0,040 0,043 0,040 0,040 0,039 0,048 0,043 0,041 0,041 0,043 0,041 0,094 0,054 0,042
30,30 0,047 0,054 0,047 0,047 0,047 0,045 0,053 0,048 0,048 0,049 0,048 0,069 0,055 0,054
7,15 0,042 0,057 0,042 0,042 0,043 0,040 0,056 0,042 0,046 0,048 0,035 0,110 0,026 0,035
15,30 0,047 0,059 0,048 0,048 0,048 0,052 0,059 0,047 0,046 0,046 0,046 0,073 0,042 0,051
77 0,038 0,043 0,037 0,037 0,039 0,039 0,044 0,040 0,051 0,058 0,033 0,180 0,070 0,046
15,15 0,040 0,050 0,040 0,040 0,041 0,045 0,047 0,039 0,040 0,043 0,037 0,101 0,055 0,043
30,30 0,047 0,046 0,047 0,047 0,047 0,049 0,045 0,048 0,048 0,048 0,048 0,074 0,053 0,047
7,15 0,035 0,050 0,037 0,036 0,038 0,050 0,050 0,036 0,038 0,039 0,033 0,096 0,025 0,038
15,30 0,048 0,050 0,048 0,048 0,050 0,045 0,051 0,048 0,048 0,048 0,047 0,069 0,042 0,040
77 0,033 0,031 0,031 0,032 0,033 0,046 0,035 0,033 0,052 0,060 0,021 0,198 0,096 0,049
15,15 0,049 0,047 0,048 0,048 0,049 0,045 0,047 0,049 0,052 0,054 0,044 0,113 0,078 0,048
30,30 0,045 0,045 0,046 0,045 0,045 0,046 0,046 0,046 0,046 0,048 0,046 0,071 0,056 0,050
7,15 0,045 0,064 0,045 0,046 0,044 0,046 0,062 0,044 0,047 0,047 0,044 0,107 0,031 0,045
15,30 0,049 0,062 0,050 0,050 0,049 0,042 0,062 0,045 0,045 0,047 0,045 0,078 0,044 0,042
77 0,040 0,043 0,038 0,039 0,039 0,035 0,041 0,040 0,055 0,063 0,027 0,207 0,100 0,051
15,15 0,050 0,048 0,050 0,050 0,051 0,047 0,046 0,048 0,051 0,055 0,047 0,115 0,082 0,047
30,30 0,055 0,050 0,055 0,055 0,054 0,048 0,050 0,054 0,054 0,055 0,054 0,084 0,069 0,048
7,15 0,047 0,059 0,048 0,048 0,047 0,048 0,059 0,048 0,050 0,052 0,048 0,119 0,037 0,039
15,30 0,056 0,058 0,056 0,056 0,056 0,044 0,058 0,057 0,057 0,055 0,055 0,087 0,049 0,056

Table 9: The estimated type I error rates of all tests under distribution 1 for p = 4.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald WB WPB
77 0,033 0,047 0,034 0,033 0,034 0,046 0,048 0,032 0,053 0,047 0,025 0,220 0,054 0,036
15,15 0,040 0,045 0,040 0,040 0,039 0,041 0,044 0,040 0,042 0,043 0,039 0,107 0,047 0,047
30,30 0,045 0,046 0,045 0,045 0,046 0,046 0,046 0,046 0,046 0,047 0,046 0,065 0,049 0,043
7,15 0,042 0,053 0,040 0,041 0,043 0,045 0,051 0,040 0,052 0,062 0,026 0,185 0,045 0,051
15,30 0,044 0,053 0,043 0,043 0,044 0,042 0,052 0,042 0,044 0,049 0,038 0,098 0,041 0,047
77 0,033 0,037 0,035 0,034 0,037 0,031 0,039 0,033 0,049 0,045 0,031 0,209 0,049 0,031
15,15 0,048 0,049 0,049 0,048 0,047 0,044 0,048 0,046 0,048 0,047 0,045 0,111 0,055 0,052
30,30 0,046 0,050 0,047 0,046 0,046 0,054 0,050 0,045 0,045 0,046 0,046 0,077 0,052 0,052
7,15 0,043 0,046 0,042 0,043 0,047 0,043 0,044 0,041 0,054 0,065 0,026 0,172 0,037 0,043
15,30 0,042 0,051 0,042 0,042 0,041 0,044 0,050 0,041 0,043 0,046 0,040 0,094 0,043 0,041
77 0,035 0,051 0,035 0,034 0,035 0,043 0,049 0,036 0,057 0,060 0,025 0,261 0,075 0,041
15,15 0,046 0,041 0,046 0,046 0,047 0,049 0,043 0,047 0,051 0,055 0,047 0,130 0,069 0,039
30,30 0,043 0,042 0,042 0,042 0,045 0,056 0,041 0,043 0,043 0,044 0,043 0,070 0,051 0,050
7,15 0,034 0,051 0,036 0,036 0,035 0,039 0,050 0,034 0,041 0,041 0,030 0,133 0,020 0,047
15,30 0,045 0,051 0,046 0,045 0,044 0,039 0,051 0,044 0,045 0,046 0,044 0,079 0,038 0,040
7,7 0,033 0,050 0,033 0,033 0,036 0,046 0,050 0,033 0,057 0,059 0,027 0,262 0,069 0,047
15,15 0,051 0,049 0,050 0,050 0,052 0,047 0,049 0,049 0,053 0,056 0,050 0,132 0,072 0,043
30,30 0,044 0,052 0,044 0,044 0,043 0,051 0,051 0,045 0,045 0,048 0,047 0,082 0,060 0,050
7,15 0,035 0,050 0,036 0,036 0,036 0,041 0,048 0,036 0,041 0,041 0,030 0,137 0,025 0,041
15,30 0,043 0,053 0,044 0,044 0,045 0,046 0,054 0,045 0,046 0,047 0,043 0,079 0,037 0,049
7.7 0,041 0,041 0,038 0,040 0,041 0,045 0,040 0,038 0,077 0,086 0,017 0,309 0,122 0,053
15,15 0,040 0,041 0,040 0,040 0,039 0,048 0,040 0,041 0,047 0,051 0,036 0,148 0,086 0,044
30,30 0,043 0,048 0,041 0,042 0,043 0,050 0,048 0,045 0,045 0,048 0,044 0,087 0,067 0,044
7,15 0,040 0,056 0,041 0,040 0,041 0,042 0,057 0,040 0,045 0,044 0,039 0,128 0,026 0,042
15,30 0,047 0,060 0,046 0,047 0,048 0,046 0,058 0,045 0,046 0,049 0,045 0,084 0,042 0,042
77 0,048 0,051 0,044 0,047 0,048 0,048 0,050 0,044 0,081 0,090 0,019 0,324 0,128 0,054
15,15 0,045 0,043 0,045 0,044 0,046 0,042 0,042 0,046 0,051 0,056 0,040 0,135 0,084 0,046
30,30 0,045 0,045 0,044 0,044 0,045 0,049 0,043 0,046 0,046 0,049 0,045 0,088 0,069 0,045
7,15 0,036 0,064 0,037 0,036 0,038 0,040 0,065 0,037 0,047 0,045 0,035 0,144 0,026 0,039
15,30 0,052 0,062 0,052 0,052 0,052 0,051 0,064 0,050 0,050 0,052 0,049 0,094 0,045 0,051
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Table 10: The estimated type I error rates of all tests under distribution 2 for p = 2.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.
Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald WB WPB

7.7 | 0,046 0055 0047 0046 0046 0048 0054 0047 0049 0048 0048 0,103 0056 0,044

. 1515 | 0047 0045 0047 0047 0047 0051 0043 0047 0047 0048 0047 0067 0048 0,050

30,30 | 0,042 0042 0042 0042 0042 0053 0043 0044 0043 0043 0044 0056 0,045 0,041

7,15 | 0052 0052 0052 0052 0052 0041 0051 0050 0052 0061 0048 008 0053 0,057

1530 | 0,045 0,040 0,045 0045 0045 0044 0041 0045 0045 0045 0044 0,065 0043 0,049

7.7 | 0041 0051 0042 0042 0041 0045 0049 0042 0045 0,045 0042 0,095 0051 0,046

, 1515 | 0,043 0041 0044 0044 0043 0052 0042 0044 0044 0044 0043 0068 0046 0,046

30,30 | 0,056 0056 0056 005 0056 0047 0055 0055 0055 0055 0055 0,070 0055 0,054

7,15 | 0,044 0049 0043 0043 0042 0042 0048 0045 0047 0048 0040 0094 0041 0,051

1530 | 0,042 0054 0042 0042 0042 0049 0055 0043 0,043 0044 0043 0,071 0040 0,055

7.7 | 0039 0040 0040 0040 0041 0051 0039 0038 0042 0043 0034 0,104 0054 0,046

, 1515 | 0050 0052 0050 0050 0050 0043 0050 0050 0050 0050 0050 0085 005 0,050

30,30 | 0,050 0046 0051 0051 0050 0047 0045 0050 0050 0050 0050 0,061 0051 0,050

715 | 0045 0047 0045 0,045 0,045 0,045 0049 0043 0044 0045 0043 0088 0032 0,047

1530 | 0,054 0053 0054 0054 0054 0049 0052 0052 0052 0053 0052 0,068 0,048 0,051

7.7 | 0050 0049 0050 005 0050 0047 0048 0054 0058 0,064 0050 0,119 0,072 0,044

. 1515 | 0056 0053 0056 0056 0056 0051 0055 0057 0057 0057 0058 0086 0064 0,044

30,30 | 0,047 0048 0047 0047 0047 0057 0046 0047 0047 0048 0048 0062 0053 0,053

7,15 | 0,045 0051 0046 0046 0,046 0054 0052 0048 0048 0047 0045 0083 0036 0,046

1530 | 0,049 0051 0050 0050 0050 0047 0052 0,050 0,050 0,050 0050 0,064 0044 0,048

7.7 | 0,048 0046 0049 0049 0049 0044 0046 0047 0053 0059 0044 0,144 0,083 0,051

. 1515 | 0050 0050 0051 0051 0052 0048 0049 0052 0052 0053 0050 0081 0064 0,054

30,30 | 0,050 0050 0050 005 0050 0044 0050 0050 0050 0050 0050 0,064 0,057 0,049

7,15 | 0,043 0051 0044 0043 0044 0047 0052 0045 0045 0046 0044 0081 0036 0,040

1530 | 0,049 0050 0,049 0049 0048 0047 0050 0048 0048 0049 0049 0,070 0045 0,047

7.7 | 0047 0051 0047 0047 0047 0044 0051 0049 0057 0,062 0047 0,143 0,087 0,051

; 1515 | 0044 0044 0043 0043 0044 0046 0042 0043 0044 0046 0042 0076 0061 0,044

30,30 | 0,045 0042 0045 0045 0045 0049 0041 0044 0044 0044 0045 0,064 0055 0,046

7,15 | 0,045 0052 0045 0,045 0,045 0043 0051 0043 0044 0044 0043 0081 0034 0,048

153 | 0,049 0056 0049 0049 0049 0048 0057 0050 0050 0,050 0050 0,066 0,046 0,051
Table 11: The estimated type I error rates of all tests under distribution 2 for p = 3.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald WB WPB

7.7 | 0041 0048 0042 0041 0034 0040 0049 0040 0048 0048 0038 0,55 0,053 0,049

. 1515 | 0,049 0050 0,049 0049 0048 0047 0049 0049 0049 0050 0048 0088 0051 0,042

30,30 | 0,052 0053 0053 0052 005 0052 0053 0050 0050 0050 0050 0,070 0052 0,050

7,15 | 0052 0054 0051 0052 0052 0058 0052 0052 0058 0065 0038 0137 0050 0,046

1530 | 0,047 0,045 0,046 0046 0048 0050 0,046 0,046 0,047 0050 0046 0,085 0047 0,047

7.7 | 003 0049 003 003 0034 0038 0050 0034 0041 0040 0031 0131 0042 0036

, 1515 | 0,049 0050 0050 0050 0049 0050 0050 0049 0049 0049 0049 0089 0053 0,040

30,30 | 0,055 0058 0055 0055 0054 0047 0058 0056 0056 0055 0056 0,076 0,055 0,041

7,15 | 0,053 0048 0052 0052 0055 0056 0050 0052 0059 0068 0043 07141 0051 0,056

1530 | 0,058 0055 0058 0058 0058 0049 0055 0057 0058 0062 0053 0096 0056 0,054

7.7 | 0,043 0048 0043 0043 0043 0040 0045 0044 0055 0056 0037 0,172 0,071 0,047

, 1515 | 0052 0051 0053 0053 0052 0055 0053 0052 0053 0057 0052 0701 0065 0,048

30,30 | 0,048 0049 0048 0048 0047 0050 0049 0048 0048 0,049 0049 0,072 005 0,053

715 | 0,044 0055 0045 0,045 0,046 0044 0055 0043 0045 0048 0039 0102 0031 0,038

1530 | 0,047 0059 0047 0047 0047 0059 0060 0045 0045 0046 0044 0078 0041 0,045

7.7 | 0,041 0042 0042 0042 0041 0046 0041 0041 0054 0058 0032 0,185 0,073 0,046

. 1515 | 0,049 0046 0049 0049 0050 0041 0,046 0054 0056 0058 0053 0,06 0066 0,048

30,30 | 0,043 0047 0043 0043 0043 0049 0048 0043 0043 0,045 0044 0,069 0,050 0,046

7,15 | 0,048 0050 0048 0048 0,047 0039 0050 0048 0051 0050 0044 0106 0031 0,038

1530 | 0,045 0,050 0,45 0045 0044 0044 0,049 0042 0042 0043 0041 0070 0036 0,051

7.7 | 0052 0046 0051 0051 0053 0046 0046 0053 0,071 0,081 0038 0234 0120 0,054

. 1515 | 0042 0049 0042 0042 0043 0047 0048 0044 0046 0048 0041 008 0072 0,049

30,30 | 0,055 0,047 0055 0055 0055 0041 0048 0054 0054 0057 0054 0,083 0,068 0,050

7,15 | 0,038 0050 0039 0038 0038 0046 0052 0038 0041 0042 0038 0096 0027 0,038

1530 | 0,049 0,049 0,049 0049 0049 0056 0050 0,046 0,046 0047 0046 0,071 0044 0,041

7.7 | 0050 0042 0048 0049 0048 0051 0043 0049 0,062 0,068 0035 0,199 0,097 0,047

; 1515 | 0053 0052 0052 0052 0054 0053 0052 0053 005 0058 0050 07122 00848 0,049

30,30 | 0,057 0058 0057 0057 0057 0052 0056 0055 0055 0059 0055 0,08 0072 0,051

7,15 | 0,047 0049 0048 0048 0,047 0042 0049 0048 0049 0049 0047 0104 0036 0,040

1530 | 0,056 0,056 0056 0056 0055 0,048 0057 0054 0054 0056 0054 0,090 0042 0,047
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Table 12: The estimated type I error rates of all tests under distribution 2 for p = 4.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald WB WPB
77 0,034 0,055 0,035 0,035 0,035 0,034 0,056 0,032 0,051 0,046 0,029 0,201 0,048 0,037
15,15 0,048 0,054 0,049 0,049 0,048 0,045 0,052 0,048 0,051 0,051 0,046 0,113 0,053 0,047
30,30 0,043 0,045 0,043 0,043 0,042 0,048 0,046 0,044 0,044 0,044 0,044 0,067 0,044 0,048
7,15 0,050 0,045 0,049 0,050 0,055 0,046 0,044 0,048 0,062 0,073 0,029 0,188 0,043 0,059
15,30 0,048 0,046 0,048 0,048 0,049 0,049 0,047 0,049 0,049 0,051 0,046 0,102 0,046 0,048
77 0,043 0,044 0,045 0,044 0,045 0,048 0,041 0,042 0,061 0,057 0,041 0,207 0,057 0,041
15,15 0,049 0,055 0,050 0,050 0,051 0,043 0,057 0,050 0,053 0,056 0,049 0,113 0,055 0,048
30,30 0,052 0,048 0,052 0,052 0,053 0,046 0,047 0,051 0,050 0,052 0,051 0,079 0,054 0,052
7,15 0,058 0,059 0,059 0,058 0,060 0,055 0,059 0,057 0,070 0,086 0,037 0,200 0,055 0,054
15,30 0,051 0,055 0,051 0,051 0,050 0,051 0,056 0,049 0,050 0,057 0,044 0,112 0,048 0,049
7,7 0,040 0,049 0,040 0,040 0,043 0,040 0,050 0,040 0,068 0,070 0,032 0,258 0,076 0,049
15,15 0,051 0,044 0,051 0,051 0,051 0,054 0,044 0,051 0,052 0,056 0,051 0,116 0,067 0,046
30,30 0,047 0,045 0,047 0,047 0,046 0,049 0,043 0,048 0,048 0,050 0,048 0,078 0,055 0,048
7,15 0,045 0,052 0,045 0,045 0,045 0,040 0,055 0,044 0,047 0,048 0,040 0,140 0,030 0,031
15,30 0,046 0,055 0,046 0,046 0,046 0,053 0,055 0,046 0,046 0,045 0,043 0,082 0,034 0,046
77 0,033 0,044 0,034 0,034 0,036 0,051 0,045 0,033 0,053 0,056 0,025 0,260 0,069 0,048
15,15 0,053 0,052 0,053 0,052 0,054 0,045 0,051 0,052 0,055 0,059 0,052 0,132 0,074 0,047
30,30 0,051 0,052 0,051 0,051 0,052 0,055 0,053 0,052 0,052 0,053 0,053 0,083 0,058 0,048
7,15 0,044 0,048 0,045 0,045 0,047 0,040 0,047 0,045 0,052 0,050 0,039 0,143 0,025 0,040
15,30 0,042 0,052 0,042 0,042 0,042 0,052 0,053 0,044 0,044 0,044 0,043 0,081 0,034 0,046
77 0,051 0,042 0,049 0,050 0,051 0,052 0,044 0,046 0,098 0,108 0,027 0,332 0,140 0,063
15,15 0,047 0,045 0,047 0,047 0,048 0,050 0,045 0,050 0,055 0,059 0,047 0,155 0,101 0,055
30,30 0,052 0,050 0,052 0,052 0,052 0,047 0,049 0,052 0,053 0,055 0,051 0,089 0,068 0,049
7,15 0,051 0,048 0,051 0,051 0,051 0,042 0,047 0,051 0,057 0,057 0,051 0,142 0,036 0,045
15,30 0,046 0,050 0,046 0,046 0,046 0,054 0,049 0,047 0,047 0,047 0,046 0,077 0,041 0,048
77 0,055 0,045 0,052 0,052 0,059 0,058 0,046 0,052 0,098 0,108 0,030 0,341 0,149 0,057
15,15 0,051 0,049 0,050 0,050 0,053 0,050 0,049 0,050 0,054 0,064 0,045 0,150 0,089 0,045
30,30 0,055 0,055 0,055 0,055 0,055 0,043 0,058 0,055 0,056 0,059 0,055 0,105 0,079 0,052
7,15 0,045 0,052 0,045 0,045 0,046 0,055 0,051 0,045 0,052 0,053 0,042 0,138 0,032 0,040
15,30 0,052 0,059 0,052 0,052 0,052 0,051 0,061 0,052 0,053 0,053 0,052 0,086 0,047 0,041

Table 13: The estimated type I error rates of all tests under distribution 3 for p = 2.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT _ J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tay Wald WB WPB

7,7 0,035 0,058 0,038 0,035 0,037 0,043 0,058 0,033 0052 0048 0,031 0,207 0,048 0,034
15,15 0,051 0,057 0,052 0,051 0,052 0,044 0,058 0,053 0054 0054 0052 0,106 0,053 0,041
30,30 0,050 0,050 0,050 0,050 0,050 0,050 0,049 0051 0049 0050 0,050 0,061 0,050 0,048
7,15 0,057 0,056 0,058 0,058 0,058 0,056 0,055 0,058 0059 0066 0055 0,108 0,054 0,061
15,30 0,043 0,046 0,043 0,043 0,043 0,050 0,046 0,042 0042 0044 0041 0,065 0,038 0,056

7,7 0,037 0,061 0040 0,038 0,037 0,043 0,058 0037 0055 0044 0031 0,209 0,051 0,043
15,15 0,044 0,048 0,044 0,044 0,044 0,050 0,046 0,044 0045 0046 0044 0,103 0,046 0,050
30,30 0,045 0,044 0,045 0,045 0,045 0,047 0,043 0,045 0,044 0044 0045 0,057 0,045 0,051
7,15 0,058 0,059 0,058 0,058 0,058 0,053 0,059 0056 0056 0061 0051 0,095 0,050 0,055
15,30 0,050 0,055 0,050 0,050 0,049 0,050 0,054 0050 0050 0051 0050 0,073 0,047 0,054

7,7 0,058 0,046 0,058 0,059 0,062 0,051 0,049 0055 0,08 0,087 0040 0,281 0,094 0,058
15,15 0,056 0,062 0,056 0,056 0,060 0,053 0,059 0059 0,062 0,067 0058 0,141 0,076 0,051
30,30 0,041 0,041 0,041 0,041 0,041 0,053 0,041 0041 0040 0041 0041 0,057 0,042 0,050
7,15 0,043 0,053 0,043 0,043 0,043 0,049 0,053 0,043 0,043 0043 0041 0,077 0,029 0,049
15,30 0,052 0,045 0,052 0,052 0,052 0,048 0,045 0052 0052 0052 0052 0,065 0,047 0,048

7,7 0,050 0,053 0,049 0,050 0,049 0,051 0,052 0,047 0,072 0,076 0036 0270 0,087 0,054
15,15 0,056 0,056 0,055 0,055 0,057 0,052 0,057 0,056 0057 0,063 0054 0,125 0,072 0,054
30,30 0,048 0,051 0,048 0,048 0,048 0,056 0,054 0,050 0050 0049 0,050 0,066 0,056 0,046
7,15 0,048 0,051 0,048 0,048 0,048 0,051 0,051 0,047 0,048 0,048 0,045 0,087 0,034 0,058
15,30 0,050 0,052 0,050 0,050 0,050 0,043 0,050 0051 0051 0052 0052 0,066 0045 0,057

7,7 0,057 0,059 0056 0,057 0,057 0,066 0,058 0,062 0,067 0,076 0057 0,165 0,102 0,065
15,15 0,063 0,062 0,062 0,062 0,063 0,054 0,062 0,064 0,064 0,064 0061 0,105 0,079 0,057
30,30 0,059 0,054 0059 0059 0,059 0,052 0,055 0,061 0,061 0060 0061 0,076 0,066 0,046
7,15 0,043 0,051 0,043 0,043 0,042 0,054 0,052 0,044 0,044 0045 0043 0,076 0,029 0,058
15,30 0,050 0,053 0,050 0,050 0,050 0,057 0,053 0,048 0,048 0048 0048 0,062 0,044 0,055

7,7 0,059 0,052 0059 0,059 0,060 0,059 0,053 0063 0,070 0,073 0056 0,158 0,098 0,067
15,15 0,058 0,052 0057 0057 0,058 0,055 0,053 0,058 0058 0060 0056 0,09 0,075 0,053
30,30 0,055 0,057 0,055 0,055 0,056 0,051 0,056 0,055 0055 0057 0055 0,073 0,066 0,058
7,15 0,052 0,057 0053 0,052 0,052 0,050 0,057 0,054 0055 0054 0054 0,08 0040 0,049
15,30 0,052 0,059 0052 0052 0,052 0,046 0,062 0051 0051 0052 0051 0,066 0,046 0,053
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Table 14: The estimated type I error rates of all tests under distribution 3 for p = 3.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.
Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald WB WPB

7.7 | 0041 0048 0042 0041 0042 0037 0047 0039 0047 0046 0040 0,149 0050 0,041

. 1515 | 0043 0043 0043 0043 0043 0056 0041 0043 0044 0043 0043 0080 0045 0,042

30,30 | 0,047 0043 0047 0047 0047 0055 0043 0046 0046 0,046 0,046 0,059 0,045 0,048

7,15 | 0,050 0055 0049 0050 0052 0054 0056 0050 0057 0067 0041 07148 0045 0,063

1530 | 0,046 0,047 0046 0046 0046 0054 0048 0047 0,047 0050 0,044 0,073 0042 0,053

7.7 | 0040 0046 0041 0040 0040 0038 0047 0040 0048 0,045 0037 0,161 0054 0,042

, 1515 | 0044 0050 0045 0045 0044 0039 0050 0045 0046 0045 0046 0092 0048 0,042

30,30 | 0,044 0050 0044 0044 0043 0042 0047 0044 0044 0044 0045 0,068 0,045 0,046

7,15 | 0,056 0063 0053 0054 0055 0050 0062 0052 0058 0066 0042 07145 0048 0,050

1530 | 0061 0057 0061 0061 0061 0046 0057 0059 0059 0,064 0058 0099 0059 0,049

7.7 | 0,048 0048 0048 0048 0048 0056 0049 0048 0057 0059 0041 0,187 0,073 0,053

, 1515 | 0,047 0050 0047 0047 0048 0051 0050 0047 0050 0052 0047 000 0056 0,057

30,30 | 0,053 0054 0053 0053 0054 0055 0055 0056 0055 0057 0057 0,08 0064 0,051

715 | 0050 0054 0052 0051 0052 0044 0053 0053 005 0057 0049 0119 0032 0,043

1530 | 0,048 0,054 0048 0,048 0048 0050 0053 0,048 0048 0048 0047 0,077 0,037 0,044

7.7 | 0059 0052 0059 0060 0063 0056 0051 0058 0,071 0072 0052 0219 0,084 0,053

. 1515 | 0054 0056 0054 0054 0053 0049 0056 0054 0055 0057 0056 002 0065 0,055

30,30 | 0,045 0,048 0045 0045 0045 0049 0048 0044 0044 0045 0045 0,067 0052 0,051

7,15 | 0051 0055 0052 0052 0052 0043 0054 0050 0054 0055 0047 0120 0032 0,036

1530 | 0052 0052 0052 0052 0052 0057 0050 0052 0052 0052 0051 0073 0040 0,047

7.7 | 0,067 0059 0066 0067 0069 0060 0060 0068 0,088 0,093 0049 0246 0,126 0,075

. 1515 | 0054 0053 0053 0053 0053 0054 0054 0053 0055 0059 0048 0115 0078 0,064

30,30 | 0,056 0056 0059 005 0056 0053 0059 0054 0054 0054 0054 0,088 0,068 0,046

7,15 | 0,045 0055 0046 0,045 0,046 0,049 0054 0047 0047 0048 0047 0107 0033 0,054

1530 | 0,043 0049 0043 0043 0043 0051 0051 0043 0043 0043 0043 0073 0038 0,055

7.7 | 0,067 0059 0065 0066 0069 0054 0057 0067 009 0,108 0052 0257 0,39 0,075

; 1515 | 0051 0053 0051 0051 0052 0059 0053 0052 0054 005 0050 0114 0081 0,049

30,30 | 0,058 0058 0054 0057 0058 0050 0054 0056 0055 0058 0059 0,08 0,075 0,054

7,15 | 0050 0058 0051 0051 0051 0053 0058 0051 0054 0055 0051 07124 0037 0,065

1530 | 0,055 0051 0055 0055 0054 0053 0050 0,055 0055 0055 0055 0082 0047 0,059
Table 15: The estimated type I error rates of all tests under distribution 3 for p = 4.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT J-CAT Y-CAT  NV-CAT Tg Ty T, Ty Ty Wald WB WPB

7.7 | 0027 0033 0030 0028 0032 0042 0034 0029 0048 0042 0029 0206 0045 0,038

. 1515 | 0,048 0051 0050 0049 0048 0049 0049 0047 0050 0048 0045 0,104 0050 0,045

30,30 | 0,052 0054 0053 0053 0052 0055 0055 0052 0051 0052 0052 0,073 0052 0,050

715 | 0,063 0056 0,060 0062 0,068 0057 005 005 0073 0081 0037 0203 0048 0,057

1530 | 0,050 0,057 0050 0050 0049 0045 0,055 0,049 0050 0052 0047 0095 0049 0,045

7.7 | 0042 0049 0043 0043 0043 0040 0049 0042 0055 0053 0039 0211 0053 0,046

, 1515 | 0041 0043 0043 0042 0041 0053 0044 0044 0045 0044 0043 0097 0048 0,042

30,30 | 0,049 0050 0049 0049 0048 0048 0049 0048 0047 0047 0047 0,076 0047 0,043

7,15 | 0053 0048 0051 0052 0058 0056 0051 0049 0063 0078 0030 0190 0047 0,051

1530 | 0,056 0,055 0056 0056 0057 0046 0,055 0,057 0058 0,060 0049 0113 0050 0,052

7.7 | 0,049 0045 0049 0048 0053 0053 0046 0047 0,075 0,079 0035 0,259 0,085 0,058

, 1515 | 0053 0052 0053 0053 0054 0055 0052 0054 0058 0063 0054 0135 0078 0,054

30,30 | 0,053 0054 0053 0053 0054 0044 0052 0051 0050 0051 0052 0,091 0062 0,054

7,15 | 0035 0048 0037 0036 0037 0053 0048 0036 0043 0043 0031 0126 0018 0,054

1530 | 0,041 0043 0042 0042 0042 0053 0046 0042 0042 0042 0040 0078 0032 0,044

7.7 | 0051 0046 0051 0052 0054 0053 0045 0050 0,078 0,081 0039 0271 0,09 0,056

. 1515 | 0047 0051 0047 0047 0047 0054 0049 0046 0049 0055 0046 0129 0067 0,057

30,30 | 0,057 0059 0057 0057 005 0052 0059 0057 0057 0059 0059 0,095 0,069 0,056

715 | 0049 0050 0050 0050 0050 0046 0049 0049 0055 0056 0043 0154 0027 0,047

1530 | 0,054 0053 0054 0054 0054 0054 0052 0054 0055 0055 0054 0,091 0041 0,055

7.7 | 0074 0060 0071 0073 0079 0072 0060 0073 0,119 0,128 0040 0,360 0,162 0,074

. 1515 | 0,063 0058 0063 0063 0065 0057 0057 0064 0069 0075 0061 0156 0,05 0,062

30,30 | 0,058 0059 0057 0057 005 0048 0058 0056 0057 0,060 0056 0,110 0,079 0,057

7,15 | 0,046 0054 0049 0049 0,049 0057 0055 0050 0055 0056 0050 0161 0030 0,055

1530 | 0053 0052 0053 0053 0053 0052 0052 0053 0053 0055 0053 0091 0045 0,056

7.7 | 0073 0066 0071 0071 0079 0069 0066 0072 0,112 0,124 0041 0352 0,53 0,080

; 1515 | 0,064 0062 0,063 0063 0065 0059 0061 0064 0071 008 0061 0173 0114 0,057

30,30 | 0,062 0059 0062 0062 0064 0054 0057 0061 0062 0065 0061 0,113 0,090 0,058

7,15 | 0,047 0050 0048 0047 0050 0056 0051 0047 0056 0056 0046 0156 0032 0,054

1530 | 0,050 0,049 0050 0050 0050 0056 0048 0049 0049 0050 0049 0,086 0039 0,052
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Table 16: The estimated type I error rates of all tests under distribution 4 for p = 2.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald wB wPB
77 0,044 0,055 0,044 0,044 0,045 0,048 0,055 0,044 0,048 0,048 0,043 0,108 0,050 0,051
15,15 | 0,044 0,046 0,044 0,044 0,044 0,049 0,045 0,043 0,043 0,043 0,043 0,065 0,044 0,049
30,30 | 0,049 0,049 0,049 0,049 0,049 0,056 0,048 0,050 0,049 0,050 0,050 0,060 0,050 0,049
7,15 0,055 0,055 0,056 0,056 0,055 0,050 0,054 0,057 0,060 0,062 0,052 0,111 0,050 0,051
15,30 | 0,043 0,046 0,042 0,043 0,042 0,054 0,046 0,045 0,045 0,045 0,043 0,067 0,044 0,043
77 0,042 0,049 0,042 0,042 0,041 0,042 0,049 0,043 0,046 0,045 0,046 0,114 0,050 0,034
15,15 | 0,047 0,050 0,047 0,047 0,047 0,043 0,048 0,048 0,048 0,046 0,047 0,073 0,049 0,040
30,30 | 0,041 0,043 0,041 0,041 0,042 0,047 0,044 0,044 0,044 0,044 0,044 0,052 0,043 0,055
7,15 0,051 0,052 0,051 0,051 0,052 0,054 0,052 0,052 0,053 0,058 0,047 0,103 0,045 0,058
15,30 | 0,052 0,050 0,052 0,052 0,052 0,054 0,049 0,050 0,050 0,052 0,049 0,073 0,049 0,044
77 0,052 0,059 0,053 0,053 0,053 0,053 0,057 0,051 0,054 0,057 0,051 0,127 0,069 0,057
15,15 | 0,054 0,057 0,054 0,054 0,054 0,053 0,059 0,057 0,057 0,058 0,057 0,085 0,063 0,056
30,30 | 0,041 0,044 0,041 0,041 0,041 0,041 0,041 0,042 0,042 0,042 0,042 0,054 0,046 0,045
7,15 0,053 0,051 0,052 0,052 0,052 0,046 0,051 0,051 0,052 0,052 0,048 0,090 0,036 0,051
15,30 | 0,048 0,058 0,048 0,048 0,048 0,054 0,058 0,048 0,048 0,048 0,048 0,061 0,043 0,053
7,7 0,041 0,049 0,041 0,041 0,042 0,051 0,048 0,042 0,044 0,049 0,040 0,114 0,061 0,057
15,15 | 0,053 0,056 0,052 0,052 0,053 0,054 0,059 0,054 0,055 0,056 0,054 0,093 0,063 0,056
30,30 | 0,044 0,046 0,044 0,044 0,044 0,054 0,047 0,043 0,043 0,044 0,045 0,059 0,048 0,054
7,15 0,046 0,052 0,047 0,047 0,046 0,046 0,053 0,046 0,046 0,045 0,045 0,086 0,034 0,047
15,30 | 0,049 0,044 0,049 0,049 0,049 0,048 0,044 0,048 0,048 0,047 0,048 0,066 0,044 0,059
7,7 0,053 0,049 0,054 0,053 0,055 0,058 0,047 0,058 0,060 0,068 0,054 0,147 0,090 0,059
15,15 | 0,053 0,047 0,054 0,054 0,053 0,052 0,049 0,055 0,055 0,057 0,054 0,095 0,072 0,065
30,30 | 0,053 0,053 0,054 0,054 0,054 0,049 0,054 0,055 0,055 0,055 0,054 0,072 0,063 0,055
7,15 0,051 0,051 0,052 0,051 0,052 0,044 0,051 0,050 0,051 0,050 0,050 0,087 0,036 0,066
15,30 | 0,056 0,058 0,056 0,056 0,056 0,050 0,061 0,056 0,056 0,056 0,056 0,076 0,052 0,054
77 0,065 0,062 0,065 0,065 0,065 0,064 0,063 0,065 0,069 0,076 0,061 0,162 0,104 0,067
15,15 | 0,052 0,054 0,052 0,053 0,051 0,061 0,052 0,052 0,052 0,055 0,050 0,093 0,071 0,058
30,30 | 0,056 0,056 0,058 0,055 0,055 0,056 0,059 0,056 0,056 0,057 0,056 0,072 0,063 0,051
7,15 0,047 0,050 0,048 0,048 0,048 0,045 0,051 0,045 0,046 0,047 0,044 0,083 0,038 0,055
15,30 | 0,055 0,062 0,055 0,055 0,055 0,055 0,061 0,053 0,053 0,053 0,055 0,070 0,049 0,050

Table 17: The estimated type I error rates of all tests under distribution 4 for p = 3.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT  M-CAT  J-CAT Y-CAT  NV-CAT Ty Ty T, Ty Tyy Wald WB WPB
77 0,039 0,049 0,041 0,040 0,038 0,046 0,049 0,038 0,045 0,043 0,037 0,153 0,048 0,036
15,15 0,052 0,058 0,052 0,052 0,053 0,046 0,058 0,054 0,055 0,054 0,053 0,094 0,055 0,046
30,30 0,053 0,051 0,053 0,053 0,053 0,053 0,054 0,053 0,053 0,053 0,053 0,064 0,052 0,045
7,15 0,055 0,053 0,054 0,055 0,054 0,048 0,056 0,054 0,058 0,069 0,047 0,145 0,048 0,057
15,30 0,050 0,051 0,050 0,050 0,052 0,049 0,049 0,049 0,050 0,054 0,047 0,084 0,050 0,051
77 0,043 0,054 0,045 0,044 0,043 0,045 0,053 0,044 0,051 0,048 0,038 0,158 0,054 0,042
15,15 0,051 0,054 0,052 0,052 0,051 0,052 0,054 0,052 0,052 0,052 0,052 0,091 0,053 0,050
30,30 0,056 0,053 0,057 0,057 0,057 0,059 0,051 0,055 0,054 0,055 0,054 0,071 0,055 0,047
7,15 0,052 0,049 0,052 0,052 0,055 0,054 0,050 0,051 0,057 0,070 0,041 0,144 0,045 0,053
15,30 0,051 0,047 0,051 0,051 0,051 0,046 0,047 0,053 0,053 0,056 0,051 0,082 0,050 0,055
77 0,041 0,048 0,042 0,042 0,044 0,053 0,049 0,042 0,056 0,062 0,037 0,182 0,068 0,051
15,15 0,052 0,055 0,052 0,052 0,053 0,054 0,053 0,051 0,053 0,056 0,052 0,101 0,060 0,053
30,30 0,058 0,055 0,059 0,059 0,059 0,054 0,057 0,059 0,059 0,060 0,059 0,082 0,065 0,055
7,15 0,051 0,052 0,052 0,051 0,051 0,051 0,051 0,050 0,053 0,052 0,043 0,100 0,029 0,053
15,30 0,045 0,045 0,044 0,044 0,044 0,055 0,045 0,043 0,043 0,044 0,042 0,072 0,037 0,051
7,7 0,050 0,054 0,051 0,051 0,052 0,050 0,055 0,050 0,064 0,068 0,046 0,187 0,083 0,059
15,15 0,050 0,047 0,050 0,050 0,051 0,052 0,046 0,048 0,050 0,054 0,050 0,113 0,062 0,055
30,30 0,052 0,052 0,052 0,052 0,051 0,055 0,054 0,052 0,051 0,054 0,053 0,077 0,060 0,059
7,15 0,049 0,051 0,050 0,049 0,049 0,046 0,051 0,047 0,051 0,050 0,043 0,111 0,029 0,044
15,30 0,055 0,059 0,055 0,055 0,055 0,050 0,059 0,055 0,055 0,055 0,054 0,080 0,044 0,052
7.7 0,058 0,055 0,057 0,059 0,060 0,070 0,053 0,057 0,078 0,089 0,043 0,228 0,118 0,067
15,15 0,051 0,049 0,051 0,051 0,053 0,047 0,048 0,051 0,054 0,058 0,050 0,120 0,076 0,058
30,30 0,059 0,058 0,059 0,059 0,059 0,055 0,058 0,060 0,060 0,061 0,060 0,096 0,076 0,050
7,15 0,053 0,051 0,053 0,053 0,054 0,045 0,051 0,053 0,058 0,060 0,052 0,123 0,034 0,055
15,30 0,052 0,047 0,052 0,052 0,052 0,049 0,048 0,051 0,051 0,052 0,051 0,079 0,046 0,054
77 0,053 0,054 0,053 0,053 0,055 0,062 0,056 0,056 0,081 0,093 0,039 0,229 0,122 0,065
15,15 0,047 0,051 0,045 0,046 0,045 0,056 0,050 0,045 0,048 0,052 0,043 0,114 0,075 0,065
30,30 0,053 0,054 0,053 0,053 0,053 0,051 0,054 0,051 0,051 0,053 0,052 0,084 0,066 0,058
7,15 0,047 0,042 0,048 0,047 0,047 0,051 0,042 0,049 0,051 0,052 0,047 0,109 0,031 0,051
15,30 0,048 0,048 0,048 0,048 0,048 0,057 0,047 0,049 0,049 0,050 0,050 0,073 0,040 0,053
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Table 18: The estimated type I error rates of all tests under distribution 4 for p = 4.
In the table, the estimated type I error rates of 6% were given in bold characters.

Tests
Setting n CAT B-CAT M-CAT J-CAT Y-CAT  NV-CAT Tg Ty T, Ty Tay Wald ) wPB

7,7 0,039 0,048 0,041 0,040 0,042 0,035 0,047 0,039 0,061 0,053 0,039 0,213 0,054 0,042
15,15 0,055 0,056 0,055 0,055 0,055 0,047 0,057 0,055 0,057 0,056 0053 0,120 0,056 0,048
30,30 0,046 0,051 0,047 0,047 0,046 0,040 0,047 0,049 0,048 0,048 0,049 0,072 0,050 0,042
7,15 0,068 0,054 0,066 0,065 0,068 0,058 0,054 0066 0074 0,088 0043 0,213 0,056 0,060
15,30 0,058 0,058 0,056 0,057 0,057 0,048 0,058 0056 0,058 0,062 0052 0,111 0,053 0,050

7,7 0,038 0,052 0,038 0,038 0,041 0,039 0,054 0,037 0,056 0,048 0,034 0,204 0,052 0,048
15,15 0,047 0,051 0,048 0,047 0,048 0,046 0,051 0,045 0,049 0,049 0,046 0,112 0,052 0,046
30,30 0,057 0,055 0,057 0,057 0,056 0,047 0,057 0,057 0,057 0,057 0,057 0,08 0,056 0,048
7,15 0,047 0,043 0,044 0,046 0,050 0,053 0,043 0,044 0,055 0,064 0,028 0,179 0,039 0,053
15,30 0,049 0,049 0,049 0,049 0,050 0,053 0,050 0,048 0,051 0,056 0,047 0,103 0,042 0,049

7,7 0,055 0,049 0,055 0,055 0,057 0,046 0,051 0,051 0,08 008 0040 0,293 0,095 0,072
15,15 0,055 0,052 0,055 0,055 0,056 0,048 0,055 0,055 0,061 0063 0054 0,137 0,074 0,048
30,30 0,058 0,054 0,057 0,058 0,057 0,047 0,056 0,057 0,058 0,059 0,058 0,101 0,069 0,049
7,15 0,047 0,053 0,049 0,048 0,048 0,039 0,052 0,047 0,055 0,053 0,041 0,140 0,027 0,052
15,30 0,054 0,059 0,053 0,053 0,053 0,057 0,058 0,051 0,052 0,053 0,051 0,085 0,041 0,050

7,7 0,049 0,057 0050 0050 0,054 0,057 0,058 0,047 0079 0,08 0034 0,28 0,098 0,058
15,15 0,049 0,048 0,049 0,049 0,047 0,047 0,048 0,049 0,052 0,055 0,048 0,131 0,063 0,052
30,30 0,048 0,051 0,048 0,048 0,048 0,050 0,050 0,049 0,049 0,049 0,049 0,081 0,056 0,050
7,15 0,043 0,063 0,045 0,044 0,048 0,053 0,062 0,043 0,049 0,049 0,039 0,141 0,025 0,047
15,30 0,055 0,051 0,054 0054 0054 0,048 0,050 0054 0054 0054 0053 0,087 0,044 0,046

7,7 0,065 0,052 0,059 0,062 0,068 0069 0053 0,061 0,108 0,130 0,032 0,358 0,165 0,075
15,15 0,049 0,046 0,048 0,048 0,047 0,049 0,046 0,045 0,051 0,056 0,042 0,147 0,083 0,063
30,30 0,055 0,057 0,055 0,055 0,056 0,058 0,054 0,055 0,055 0,057 0,054 0,099 0,077 0,053
7,15 0,051 0,054 0,051 0,051 0,052 0,059 0,055 0,052 0,057 0,060 0,051 0,146 0,034 0,050
15,30 0,047 0,056 0,047 0,047 0,047 0,054 0,056 0,047 0,048 0,049 0,048 0,095 0,040 0,044

7,7 0,070 0,061 0,068 0,070 0,073 0,075 0,061 0,067 0,111 0,127 0,034 0,358 0,169 0,078
15,15 0,059 0,057 0,057 0,058 0,059 0,061 0,057 0,058 0,064 0,067 0052 0,162 0,103 0,054
30,30 0,051 0,052 0,050 0,050 0,051 0,063 0,051 0,052 0,052 0,053 0,052 0,098 0,070 0,057
7,15 0,056 0,056 0,057 0,056 0,056 0,050 0,057 0,054 0,065 0,064 0,054 0,159 0,035 0,046
15,30 0,049 0,053 0,049 0,049 0,049 0,059 0,052 0,046 0,046 0,047 0047 0,094 0,037 0,053

6. CONCLUSIONS

In this study, the CAT were proposed and compared it against the other popular tests
(T, Tnm, Inv, Ty, Ty, WB, WPB) as well as their CAT versions (B-CAT, M-CAT, J-CAT,
Y-CAT, NV-CAT) to test the equality of two multivariate normal mean vectors under het-
erogeneity of covariance matrix. The results of Monte Carlo simulations that were conducted
to compare the estimated type I error rates and powers of these tests were presented. The
simulation study shows that the CAT, M-CAT, J-CAT, Y-CAT, NV-CAT, T\ and WPB
tests performed better than the others in terms of both the estimated type I error rates and
power, even the CAT and NV-CAT had a bit higher power than the other tests in some cases.
This method can be adapted to the heterogeneity MANOVA models.
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